Ãëàâà 3. 

Áûñòðîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, äâîéñòâåííîñòü 

è îáðàòíîå ðàñïðîñòðàíåíèå îøèáêè



À.Í.Ãîðáàíü

Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð ÑÎ ÐÀÍ â ã.Êðàñíîÿðñêå�



Â ýòîé ãëàâå èçëàãàåòñÿ ìàòåðèàë, çíà÷åíèå êîòîðîãî äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è âñåãî òîãî, ÷òî ïî-àíãëèéñêè èìåíóþò «computer sciences», âûõîäèò äàëåêî çà ïðåäåëû íåéðîèíôîðìàòèêè. Ñî âðåìåíåì îí áåçóñëîâíî áóäåò âêëþ÷åí â ïðîãðàììû óíèâåðñèòåòñêèõ êóðñîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Îáñóäèì îäíó "î÷åâèäíóþ" äîãìó, áåç ðàçðóøåíèÿ êîòîðîé áûëî áû íåâîçìîæíî ýôôåêòèâíîå îáó÷åíèå íåéðîííûõ ñåòåé. Ïóñòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû (îöåíèâàåìûå âðåìåíåì, çàòðà÷åííûì íåêîòîðûì óíèâåðñàëüíûì âû÷èñëèòåëüíûì óñòðîéñòâîì) íà âû÷èñëåíèå îäíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ H(x1 ,...,xn) ïðèìåðíî ðàâíû T . Ñêîëüêî âðåìåíè ïîòðåáóåòñÿ òîìó æå óñòðîéñòâó íà âû÷èñëåíèå gradH (ïðè ðàçóìíîì ñîñòàâëåíèè ïðîãðàììû)? Áîëüøèíñòâî ìàòåìàòèêîâ ñ óíèâåðñèòåòñêèì äèïëîìîì îòâåòèò:

TgradH~nTH.					(1)

Ýòî íåâåðíî! Ïðàâèëüíûé îòâåò:

TgradH~CTH.					 (2)

ãäå C - êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ðàçìåðíîñòè n (â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ C~3). 

Äëÿ âñåõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå, íåîáõîäèìûå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ïîèñê èõ ãðàäèåíòà âñåãî ëèøü â äâà-òðè ðàçà ïðåâîñõîäÿò çàòðàòû íà âû÷èñëåíèå îäíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Ýòî óäèâèòåëüíî � âåäü êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ãðàäèåíòà ñëóæàò n ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à çàòðàòû íà âû÷èñëåíèå îäíîé òàêîé ïðîèçâîäíîé â îáùåì ñëó÷àå ïðèìåðíî òàêèå æå, êàê è íà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Ïî÷åìó æå âû÷èñëåíèå âñåõ èõ âìåñòå äåøåâëå, ÷åì ïî-îòäåëüíîñòè?

«×óäî» îáúÿñíÿåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî: íóæíî ðàöèîíàëüíî îðãàíèçîâàòü âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ñëîæíîé ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, èçáåãàÿ äóáëèðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîäðîáíî ïðåäñòàâèòü ñàìî âû÷èñëåíèå ôóíêöèè, ÷òîáû ïîòîì èìåòü äåëî íå ñ «÷åðíûì ÿùèêîì», ïðåîáðàçóþùèì âåêòîð àðãóìåíòîâ â çíà÷åíèå ôóíêöèè, à ñ äåòàëüíî îïèñàííûì ãðàôîì âû÷èñëåíèé.

Ïîèñê gradH óäîáíî ïðåäñòàâèòü êàê íåêîòîðûé äâîéñòâåííûé ïðîöåññ íàä ñòðóêòóðîé âû÷èñëåíèÿ H. Ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ãðàäèåíòà, ÿâëÿþòñÿ íè ÷åì èíûì, êàê ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ïðåäñòàâèòü H êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé ìàëîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ (à ïî-äðóãîìó âû÷èñëÿòü ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ìû íå óìååì), è àêêóðàòíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, íå ïðîèçâîäÿ ïî äîðîãå ëèøíèõ âû÷èñëåíèé è ñîõðàíÿÿ ïîëåçíûå ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû, òî âû÷èñëåíèå âñåé ñîâîêóïíîñòè (H/(xi (i=1,...,n) íåìíîãèì ñëîæíåå, ÷åì îäíîé èç ýòèõ ôóíêöèé � îíè âñå ñîáðàíû èç îäèíàêîâûõ áëîêîâ.

ß íå çíàþ, êòî âñå ýòî ïðèäóìàë ïåðâûì. Â íåéðîèíôîðìàòèêå ñïîðû î ïðèîðèòåòå âåäóòñÿ äî ñèõ ïîð. Êîíåö ïåðåîòêðûòèÿì ïîëîæèëè äâå ðàáîòû 1986 ã.: Ðóìåëüõàðòà, Õèíòîíà è Âèëüÿìñà [1,2] è Áàðöåâà è Îõîíèíà [3]. Îäíàêî ïåðâûå ïóáëèêàöèè îòíîñÿòñÿ ê 70-ì è äàæå 60-ì ãîäàì íàøåãî ñòîëåòèÿ. Ïî ìíåíèþ Â.À.Îõîíèíà, Ëàãðàíæ è Ëåæàíäð òàêæå âïðàâå ïðåòåíäîâàòü íà àâòîðñòâî ìåòîäà. 



1. Îáó÷åíèå íåéðîííûõ ñåòåé êàê ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè îøèáêè

Ïîñòðîåíèå îáó÷åíèÿ êàê îïòèìèçàöèè äàåò íàì óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ñîçäàíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷. Åñëè ñôîðìóëèðîâàòü òðåáîâàíèÿ ê íåéðîííîé ñåòè, êàê çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîé ôóíêöèè - îöåíêè, çàâèñÿùåé îò ÷àñòè ñèãíàëîâ (âõîäíûõ, âûõîäíûõ, ...) è îò ïàðàìåòðîâ ñåòè, òî îáó÷åíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïòèìèçàöèþ è ñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû, ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå è, íàêîíåö, óñòðîéñòâà (hardware). Ôóíêöèÿ îöåíêè îáû÷íî äîâîëüíî ïðîñòî (ÿâíî) çàâèñèò îò ÷àñòè ñèãíàëîâ - âõîäíûõ è âûõîäíûõ. Åå çàâèñèìîñòü îò íàñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ñåòè ìîæåò áûòü ñëîæíåå è âêëþ÷àòü êàê ÿâíûå êîìïîíåíòû (ñëàãàåìûå, ñîìíîæèòåëè,...), òàê è íåÿâíûå - ÷åðåç ñèãíàëû (ñèãíàëû, î÷åâèäíî, çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ, à ôóíêöèÿ îöåíêè - îò ñèãíàëîâ).

Çà ïðåäåëàìè çàäà÷, â êîòîðûõ íåéðîííûå ñåòè ôîðìèðóþòñÿ ïî ÿâíûì ïðàâèëàì (ñåòè Õîïôèëäà, ïðîåêòèâíûå ñåòè, ìèíèìèçàöèÿ àíàëèòè÷åñêè çàäàííûõ ôóíêöèé è ò.ï.) íàì íåèçâåñòíû ñëó÷àè, êîãäà òðåáîâàíèÿ ê íåéðîííîé ñåòè íåëüçÿ áûëî áû ïðåäñòàâèòü â ôîðìå ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè îöåíêè. Íå ñëåäóåò ïóòàòü òàêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è è åå âåñüìà ÷àñòíûé ñëó÷àé - "îáó÷åíèå ñ ó÷èòåëåì". Óæå ìåòîä äèíàìè÷åñêèõ ÿäåð, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ïîêàçûâàåò, êàêèì îáðàçîì îáó÷åíèå áåç ó÷èòåëÿ â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè ìîæåò áûòü îïèñàíî êàê ìèíèìèçàöèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, îöåíèâàþùåé êà÷åñòâî ðàçáèåíèÿ íà êëàññû.

Åñëè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íå óäàåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì ñôîðìèðîâàòü ñåòü, òî ïðîáëåìó îáó÷åíèÿ ìîæíî, êàê ïðàâèëî, ñôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè îöåíêè. Îñòîðîæíîñòü ïðåäûäóùåé ôðàçû ("êàê ïðàâèëî") ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå íàì íåèçâåñòíû è íèêîãäà íå áóäóò èçâåñòíû âñå âîçìîæíûå çàäà÷è äëÿ íåéðîííûõ ñåòåé, è, áûòü ìîæåò, ãäå-òî â íåèçâåñòíîñòè åñòü çàäà÷è, êîòîðûå íåñâîäèìû ê ìèíèìèçàöèè îöåíêè.

Ìèíèìèçàöèÿ îöåíêè - ñëîæíàÿ ïðîáëåìà: ïàðàìåòðîâ àñòðîíîìè÷åñêè ìíîãî (äëÿ ñòàíäàðòíûõ ïðèìåðîâ, ðåàëèçóåìûõ íà ÐÑ - îò 100 äî 1000000), àäàïòèâíûé ðåëüåô (ãðàôèê îöåíêè êàê ôóíêöèè îò ïîäñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ) ñëîæåí, ìîæåò ñîäåðæàòü ìíîãî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, èçâèëèñòûõ îâðàãîâ è ò.ï. 

Íàêîíåö, äàæå äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòåéøèìè ìåòîäàìè ãëàäêîé îïòèìèçàöèè, íóæíî âû÷èñëÿòü ãðàäèåíò ôóíêöèè îöåíêè. Çäåñü ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ îäíîé "î÷åâèäíîé" äîãìîé, áåç ðàçðóøåíèÿ êîòîðîé áûëî áû íåâîçìîæíî ýôôåêòèâíîå îáó÷åíèå íåéðîííûõ ñåòåé.



2. Ãðàô âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

Ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèè íåêîòîðîãî íàáîðà «ïðîñòûõ». Ïðîñòûå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò èñõîäíî çàäàâàåìîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó F. Ôîðìàëüíî îíè âûäåëåíû òîëüêî ïðèíàäëåæíîñòüþ ê ìíîæåñòâó F - íèêàêèõ îáÿçàòåëüíûõ èíûõ îòëè÷èé ýòèõ ôóíêöèé îò âñåõ ïðî÷èõ â îáùåì ñëó÷àå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì ñïîñîáû çàäàíèÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé, òî åñòü ôîðìóëû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàôû. Ñâîéñòâà ñàìèõ ôóíêöèé íàñ ñåé÷àñ íå èíòåðåñóþò (áóäåì ðàññìàòðèâàòü íîòû, à íå ñëóøàòü ìóçûêó).

Òåîðèÿ âûðàæåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ñëîæíûå ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ðàçäåëîì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, â êîòîðîé ñàìè ýòè âûðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ òåðìàìè [4]. 

Òåðìû - ýòî ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûå âûðàæåíèÿ â íåêîòîðîì ôîðìàëüíîì ÿçûêå. ×òîáû çàäàòü òàêîé ÿçûê, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü åãî àëôàâèò. Îí ñîñòîèò èç òðåõ ìíîæåñòâ ñèìâîëîâ:

C - ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, îáîçíà÷àþùèõ êîíñòàíòû;

V - ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, îáîçíà÷àþùèõ ïåðåìåííûå;

F - ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, �EMBED Equation.3���, ãäå �EMBED Equation.3���- ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèé k ïåðåìåííûõ.

Ââîäÿ ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà ñèìâîëîâ, ìû ïîñòîÿííî îáðàùàåìñÿ ê èõ èíòåðïðåòàöèè («... ñèìâîëû, îáîçíà÷àþùèå...»). Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî íå íóæíî - ìîæíî (à ñ ÷èñòî ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ - è äîëæíî) îïèñàòü âñå ïðàâèëà äåéñòâèÿ ñ ñèìâîëàìè, íå ïðèáåãàÿ ê èõ èíòåðïðåòàöèè, îäíàêî åå èñïîëüçîâàíèå ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü èçëîæåíèå ôîðìàëüíûõ ïðàâèë çà ñ÷åò îáðàùåíèÿ ê èìåþùåìóñÿ ñîäåðæàòåëüíîìó îïûòó.

Òåðìû îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâíî:

ëþáîé ñèìâîë èç �EMBED Equation.3��� åñòü òåðì;

åñëè �EMBED Equation.3��� - òåðìû è �EMBED Equation.3���, òî �EMBED Equation.3��� - òåðì.

Ìíîæåñòâî òåðìîâ T ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå:

�EMBED Equation.3���,

ãäå �EMBED Equation.3���,

�EMBED Equation.3��� (�EMBED Equation.3���).

Óäîáíî ðàçáèòü T íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà - ñëîè �EMBED Equation.3��� (�EMBED Equation.3���). Ýëåìåíòû �EMBED Equation.3��� áóäåì íàçûâàòü òåðìàìè ãëóáèíû i èëè i-ñëîéíûìè òåðìàìè. Ìíîæåñòâó �EMBED Equation.3��� ïðèíàäëåæàò âûðàæåíèÿ, îáîçíà÷àþùèå òå ôóíêöèè îò òåðìîâ ïðåäûäóùèõ ñëîåâ �EMBED Equation.3���, êîòîðûå ñàìè èì íå ïðèíàäëåæàò�. 

Äëÿ îïåðèðîâàíèÿ ñ òåðìàìè î÷åíü ïîëåçíû äâå òåîðåìû [4].

Òåîðåìà 1 (î ïîñòðîåíèè òåðìîâ). Êàæäûé òåðì t åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå �EMBED Equation.3���, ãäå f - ïåðâûé ñèìâîë â t, �EMBED Equation.3���, ÷èñëî k îïðåäåëÿåòñÿ ïî f (�EMBED Equation.3���), à �EMBED Equation.3��� - òåðìû.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ôîðìóëèðîâêîé ýêâèâàëåíòíîñòè èñïîëüçóåìîé áåññêîáî÷íîé è îáû÷íîé çàïèñè.

Ïóñòü u è v - âûðàæåíèÿ, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ àëôàâèòà. Ñêàæåì, ÷òî u âõîäèò â v, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå âûðàæåíèÿ p è q (âîçìîæíî, ïóñòûå), ÷òî v ñîâïàäàåò ñ puq.

Òåîðåìà 2 (î âõîæäåíèè òåðìà â òåðì). Ïóñòü �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3��� - òåðìû, t ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå �EMBED Equation.3���, ( - òåðì è ( âõîäèò â t. Òîãäà èëè ( ñîâïàäàåò ñ t, èëè ( âõîäèò â îäíî èç �EMBED Equation.3���.

Äîêàçûâàþòñÿ ýòè òåîðåìû ýëåìåíòàðíîé èíäóêöèåé ïî äëèíå òåðìîâ [4]. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 âûäåëÿåòñÿ ëåììà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ëåììà 1. Êàæäîå âõîæäåíèå ëþáîãî ñèìâîëà â òåðì ( íà÷èíàåò âõîæäåíèå íåêîòîðîãî òåðìà â (.

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ìåæäó òåðìàìè �EMBED Equation.3��� èíäóêòèâíûì îáðàçîì «ñâåðõó âíèç» - ïî ãëóáèíå âõîæäåíèÿ:

�EMBED Equation.3���;

åñëè t ñîâïàäàåò ñ �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3��� - òåðìû, òî �EMBED Equation.3���;

åñëè �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3���, òî �EMBED Equation.3���.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2, �EMBED Equation.3��� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �EMBED Equation.3��� âõîäèò â �EMBED Equation.3���.

Äëÿ êàæäîãî òåðìà t îïðåäåëèì ìíîæåñòâî âõîäÿùèõ â íåãî òåðìîâ �EMBED Equation.3���. Åñëè �EMBED Equation.3���, òî ïðè �EMBED Equation.3��� íåïóñòû ìíîæåñòâà �EMBED Equation.3���. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî �EMBED Equation.3���ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà - èñõîäíîãî òåðìà t.

Ñâÿæåì ñ òåðìîì t îðèåíòèðîâàííûé ãðàô �EMBED Equation.3��� ñ âåðøèíàìè, âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþùèìè òåðìàì èç �EMBED Equation.3���. Áóäåì îäèíàêîâî îáîçíà÷àòü âåðøèíû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì òåðìû. Ïàðà âåðøèí �EMBED Equation.3��� îáðàçóåò îðèåíòèðîâàííîå îò �EMBED Equation.3��� ê �EMBED Equation.3��� ðåáðî ãðàôà �EMBED Equation.3���, åñëè òåðì �EMBED Equation.3��� èìååò âèä �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3��� - òåðìû è îäèí èç íèõ �EMBED Equation.3��� ñîâïàäàåò ñ �EMBED Equation.3���. Âåðøèíû ãðàôà �EMBED Equation.3��� óäîáíî ðàñïîëàãàòü ïî ñëîÿì �EMBED Equation.3���.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G áóäåì îáîçíà÷àòü v(G) ìíîæåñòâî âåðøèí, à e(G) - ìíîæåñòâî ðåáåð G.

Âîçüìåì äëÿ ïðèìåðà âûðàæåíèå äëÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

�EMBED Equation.3���.		(3)

Â ïðèíÿòîé âûøå áåññêîáî÷íîé ïðåôèêñíîé çàïèñè îíî èìååò âèä

�EMBED Equation.3���,					(3()

�

Ðèñ. 1. Ïðèìåð ãðàôà �EMBED Equation.3���. Îêîëî âåðøèí è íàä ðåáðàìè óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòêè

ãäå âñå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû ïðèíàäëåæàò �EMBED Equation.3���. 

Ãðàô �EMBED Equation.3��� äëÿ ýòîãî òåðìà èçîáðàæåí íà ðèñ. 1. 

Äëÿ òîãî, ÷òîáû òåðì îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàëñÿ ïî ãðàôó, íåîáõîäèìû åùå äâà äîïîëíåíèÿ.

Ñîïîñòàâèì êàæäîé âåðøèíå ((v(�EMBED Equation.3���) ìåòêó p(() - ñèìâîë àëôàâèòà. Åñëè âåðøèíà ïðèíàäëåæèò íóëåâîìó ñëîþ �EMBED Equation.3���, òî åé ñîîòâåòñòâóåò òåðì, ñîâïàäàþùèé ñ ñèìâîëîì èç �EMBED Equation.3���. Ýòîò ñèìâîë è ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåðøèíå â êà÷åñòâå ìåòêè. Åñëè âåðøèíà ïðèíàäëåæèò �EMBED Equation.3��� (i>0), òî ìåòêîé ñëóæèò ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë: âåðøèíå ( ñîïîñòàâëÿåòñÿ �EMBED Equation.3���, åñëè ( èìååò âèä �EMBED Equation.3���, ãäå �EMBED Equation.3���, à �EMBED Equation.3��� - òåðìû.

Êàæäîìó ðåáðó (((,()(e(�EMBED Equation.3���), ïðèõîäÿùåìó â âåðøèíó (, ñîïîñòàâèì ìåòêó P(((,() - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (íîìåðîâ): ïóñòü òåðì ( èìååò âèä �EMBED Equation.3���, ãäå �EMBED Equation.3���, à �EMBED Equation.3��� - òåðìû, òîãäà ðåáðó (((,() ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî òåõ i (1(i(k), äëÿ êîòîðûõ (( ñîâïàäàåò ñ �EMBED Equation.3���. Íà ïðàêòèêå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòà ìåòêà ñîñòîèò èç îäíîãî íîìåðà, íî âîçìîæíû è äðóãèå âàðèàíòû - òàê æå, êàê ôóíêöèè âèäà f(x,x). Äëÿ ãðàôè÷åñêèõ èëëþñòðàöèé óäîáíî ðåáðà (((,(), èìåþùèå â ñâîåé ìåòêå P(((,() áîëüøå îäíîãî íîìåðà, ðèñîâàòü êàê ïó÷îê ðåáåð, èäóùèõ îò âåðøèíû (( ê âåðøèíå ( - ïî îäíîìó òàêîìó ðåáðó äëÿ êàæäîãî íîìåðà èç P(((,(); ýòîò íîìåð è áóäåò ìåòêîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà èç ïó÷êà.

Ãðàô �EMBED Equation.3��� âìåñòå ñî âñåìè ìåòêàìè áóäåì îáîçíà÷àòü �EMBED Equation.3���. Íà ðèñ. 1 óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòêè äëÿ ðàçîáðàííîãî ïðèìåðà.

Èòàê, äëÿ âñÿêîãî òåðìà t ïîñòðîåí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô �EMBED Equation.3��� è äâå ôóíêöèè: ïåðâàÿ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé âåðøèíå ((v(�EMBED Equation.3���) ñèìâîë àëôàâèòà �EMBED Equation.3���, âòîðàÿ (îáîçíà÷èì åå P) - êàæäîìó ðåáðó (((,()(e(�EMBED Equation.3���) - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë P(((,(). Îòìå÷åííûé ãðàô - íàáîð (�EMBED Equation.3���,p,P) îáîçíà÷àåì �EMBED Equation.3���. Ôóíêöèè p è P óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó îãðàíè÷åíèþ:

À) åñëè äëÿ äàííîãî �EMBED Equation.3��� ìíîæåñòâî âõîäÿùèõ ðåáåð (((,() íåïóñòî, òî �EMBED Equation.3��� (ÿâëÿåòñÿ k-ìåñòíûì ôóíêöèîíàëüíûì ñèìâîëîì ïðè íåêîòîðîì k) è ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ 

{P(((,()|(((,()(e(�EMBED Equation.3���) }

ïðè ôèêñèðîâàííîì ( îáðàçóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà íîìåðîâ {1,...,k}, òî åñòü 

�EMBED Equation.3���, 

�EMBED Equation.3���.



Íà ýòîì çàâåðøàåòñÿ èçëîæåíèå îñíîâíûõ ôîðìàëüíûõ êîíñòðóêöèé. Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê èíòåðïðåòàöèè, ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó îá ýêâèâàëåíòíîñòè ãðàôè÷åñêîãî è ôîðìóëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òåðìîâ.

Ïóñòü G - êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, íå èìåþùèé îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, è â G ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà òàêàÿ âåðøèíà �EMBED Equation.3���, ê êîòîðîé îò ëþáîé âåðøèíû âåäåò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü. Ïóñòü, äàëåå, çàäàíû äâå ôóíêöèè: p - íà ìíîæåñòâå âåðøèí G ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå ñèìâîëîâ àëôàâèòà è P - íà ìíîæåñòâå ðåáåð G ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå êîíå÷íûõ íàáîðîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è âûïîëíåíî óñëîâèå À.

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí òåðì t, äëÿ êîòîðîãî �EMBED Equation.3���=(G,p,P). 

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà â G óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñëîéíàÿ ñòðóêòóðà: ñòðîèòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí G: �EMBED Equation.3���. Ìíîæåñòâî �EMBED Equation.3��� ñîñòîèò èç òåõ âåðøèí, ê êîòîðûì íå âåäåò íè îäíîãî ðåáðà - èç-çà îòñóòñòâèÿ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ òàêèå âåðøèíû ñóùåñòâóþò. Ìíîæåñòâî�EMBED Equation.3��� ñîñòîèò èç òåõ âåðøèí, ê êîòîðûì âåäóò ðåáðà òîëüêî èç ýëåìåíòîâ �EMBED Equation.3���. Ïîñëåäíèé íåïóñòîé ýëåìåíò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �EMBED Equation.3��� ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû �EMBED Equation.3���, âñå ïðåäøåñòâóþùèå ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïóñòû, à îáúåäèíåíèå âñåõ �EMBED Equation.3��� ñîäåðæèò âñå âåðøèíû G.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñëîåâ k.

Èíòåðïðåòàöèÿ ñîïîñòàâëÿåò òåðìó ñëîæíóþ ôóíêöèþ. Îíà ñòðîèòñÿ òàê. Çàäàåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî D - îáëàñòü èíòåðïðåòàöèè. Êàæäîé êîíñòàíòå ñ, âõîäÿùåé â èíòåðïðåòèðóåìûé òåðì t, ñîïîñòàâëÿåòñÿ ýëåìåíò èç D (c(D), êàæäîìó k-ìåñòíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó f, âõîäÿùåìó â t, ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ k ïåðåìåííûõ �EMBED Equation.3��� (ìû ñîõðàíÿåì îäèíàêîâîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ñèìâîëîâ è èõ èíòåðïðåòàöèè, ýòî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò èíòóèöèè è íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê ïóòàíèöå). Êàæäîé ïåðåìåííîé, âõîäÿùåé â èíòåðïðåòèðóåìûé òåðì t, ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ, ïðîáåãàþùàÿ D. Â ðåçóëüòàòå òåðìó t ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ �EMBED Equation.3���, ãäå n - ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â t. Ýòà «ñëîæíàÿ» ôóíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé «ïðîñòûõ» ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèîíàëüíûì ñèìâîëàì. 

Åñëè �EMBED Equation.3���, òî åñòü òåðì ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé èëè ïåðåìåííîé, òî âìåñòî ñëîæíîé ôóíêöèè �EMBED Equation.3��� ïîëó÷àåì êîíñòàíòó èëè òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ id, ïåðåâîäÿùóþ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé â íåãî æå. Åñëè �EMBED Equation.3���, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ «ïðîñòîé». Èñòèííûå ñëîæíûå ôóíêöèè ïîÿâëÿþòñÿ, íà÷èíàÿ ñî ñëîÿ �EMBED Equation.3���.

Çàìåòèì, ÷òî çàäàííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òåðìà t îäíîâðåìåííî îïðåäåëÿåò èíòåðïðåòàöèþ êàæäîãî òåðìà, âõîäÿùåãî â t.

Ïðåäñòàâèì ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè �EMBED Equation.3��� ñ ïîìîùüþ îòìå÷åííîãî ãðàôà �EMBED Equation.3���. Ñòðîèòñÿ äâà ïðåäñòàâëåíèÿ: ñòàòè÷åñêîå (âñå ðåçóëüòàòû ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé ðàñïîëàãàþòñÿ íà ãðàôå) è äèíàìè÷åñêîå (øàã çà øàãîì, ñëîé çà ñëîåì).

Ïóñòü çàäàíà èíòåðïðåòàöèÿ òåðìà t è îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â t. Òîãäà äëÿ ëþáîãî òåðìà (, âõîäÿùåãî â t, òàêæå çàäàíà èíòåðïðåòàöèÿ è îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ âñåõ ôóíêöèé �EMBED Equation.3���. Êàæäîé âåðøèíå ( , âõîäÿùåé â ãðàô �EMBED Equation.3���, ñîïîñòàâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè �EMBED Equation.3��� - ýëåìåíò D. Ïðè ýòîì âåðøèíàì íóëåâîãî ñëîÿ ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò, à åäèíñòâåííîé âåðøèíå ïîñëåäíåãî (âûõîäíîãî) ñëîÿ - çíà÷åíèå �EMBED Equation.3���. Áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòû D, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì, çíà÷åíèÿìè ýòèõ âåðøèí è îáîçíà÷àòü èõ Z(().

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû (, ïðèíàäëåæàùåé íåíóëåâîìó ñëîþ, ìîæíî âûïèñàòü óðàâíåíèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, ñâÿçûâàþùåå çíà÷åíèÿ âåðøèí. Ïóñòü p(()=�EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3��� è in(() - ñîâîêóïíîñòü âõîäÿùèõ â ( ðåáåð. Íàïîìíèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ìåòîê ðåáåð, îêàí÷èâàþùèõñÿ â (,

{P(((,()|(((,()(in(()}

îáðàçóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà {1,2,...,k}.

Óðàâíåíèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äëÿ âåðøèíû (, ïðèíàäëåæàùåé íåíóëåâîìó ñëîþ, èìååò âèä

�EMBED Equation.3���		(4)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ (4), åñëè äëÿ âõîäÿùèõ â ( ðåáåð (((,()(in(() èçâåñòíû çíà÷åíèÿ Z((() è çàäàíà èíòåðïðåòàöèÿ ñèìâîëà p(()=�EMBED Equation.3��� - ìåòêè âåðøèíû, òî ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå âåðøèíû Z((). Íà îñíîâàíèè ýòîãî (î÷åâèäíîãî) çàìå÷àíèÿ ñòðîèòñÿ äèíàìè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè. 

Ñ êàæäîé âåðøèíîé ãðàôà ( , ïðèíàäëåæàùåé íåíóëåâîìó ñëîþ, àññîöèèðóåòñÿ àâòîìàò, âû÷èñëÿþùèé ôóíêöèþ �EMBED Equation.3���, ãäå �EMBED Equation.3��� - ìåòêà âåðøèíû (. Àâòîìàòû ñðàáàòûâàþò ïî ñëîÿì â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè (òàêòû) - àâòîìàòû i-ãî ñëîÿ â i-é ìîìåíò âðåìåíè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñôîðìèðîâàíû çíà÷åíèÿ âåðøèí íóëåâîãî ñëîÿ - èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò. Îíè ïîñòóïàþò íà âõîäû àâòîìàòîâ ïåðâîãî ñëîÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íóìåðàöèåé àðãóìåíòîâ. Ïîñëå i-ãî òàêòà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ ñëîÿì �EMBED Equation.3���. Íà i+1-ì òàêòå àâòîìàòû i+1-ãî ñëîÿ âû÷èñëÿþò çíà÷åíèÿ âåðøèí i+1-ãî ñëîÿ, ïîëó÷àÿ âõîäíûå ñèãíàëû ñ ïðåäûäóùèõ ñëîåâ ïî ïðàâèëó (4) - â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòêàìè âõîäÿùèõ ðåáåð.



3. Âû÷èñëåíèÿ íà îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîëåçíî îáîáùåíèå èçëîæåííûõ êîíñòðóêöèé, ïðåäíàçíà÷åííîå äëÿ îïèñàíèÿ îäíîâðåìåííîãî âû÷èñëåíèÿ íåñêîëüêèõ ñëîæíûõ ôóíêöèé. 

Ïóñòü G - ñâÿçíûé (íî íå îáÿçàòåëüíî îðèåíòèðîâàííî ñâÿçíûé) îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ. Êàê è âûøå, ìíîæåñòâî âåðøèí G îáîçíà÷àåì v(G), ìíîæåñòâî ðåáåð - e(G). Ïóñòü, äàëåå, êàæäîé âåðøèíå ((v(G) ñîïîñòàâëåíà ìåòêà - ñèìâîë àëôàâèòà p((), à êàæäîìó ðåáðó (((,()(e(G) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìåòêà - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë P(((,() è âûïîëíåíî óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ À: åñëè äëÿ äàííîãî ((v(G) ìíîæåñòâî âõîäÿùèõ ðåáåð (((,() íåïóñòî, òî �EMBED Equation.3��� (ÿâëÿåòñÿ k-ìåñòíûì ôóíêöèîíàëüíûì ñèìâîëîì ïðè íåêîòîðîì k) è ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {P(((,()|(((,()(e(G)} ïðè ôèêñèðîâàííîì ( îáðàçóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà íîìåðîâ {1,...,k}.

Ñ ïîìîùüþ òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ G óñòàíàâëèâàåì íà ìíîæåñòâå åãî âåðøèí v(G) îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà: ((((, åñëè ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü, âåäóùèé îò (( ê (. Èç-çà îòñóòñòâèÿ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ ýòî îòíîøåíèå àíòèñèììåòðè÷íî: åñëè (((( è ((((, òî ( ñîâïàäàåò ñ ((. Ìèíèìàëüíûå âåðøèíû (ê êîòîðûì íå âåäåò íè îäíîãî ðåáðà) íàçûâàåì âõîäíûìè, à ìàêñèìàëüíûå (îò êîòîðûõ íå èäåò íè îäíîãî ðåáðà) - âûõîäíûìè. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âõîäíûõ âåðøèí �EMBED Equation.3���, à âûõîäíûõ - �EMBED Equation.3���. Ìåòêè âõîäíûõ âåðøèí ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëàìè ïåðåìåííûõ èëè êîíñòàíò, ìåòêè îñòàëüíûõ âåðøèí - ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû.

Îïðåäåëèì ïîñëîéíóþ ñòðóêòóðó: v(G)= �EMBED Equation.3���. Íóëåâîé ñëîé ñîñòîèò èç ìèíèìàëüíûõ âåðøèí, ïåðâûé ñëîé èç ìèíèìàëüíûõ âåðøèí ãðàôà, ïîëó÷àåìîãî óäàëåíèåì èç G íóëåâîãî ñëîÿ è âûõîäÿùèõ èç íåãî ðåáåð è ò.ä. - i+1-é ñëîé ñîñòîèò èç ìèíèìàëüíûõ âåðøèí ãðàôà, ïîëó÷àåìîãî óäàëåíèåì èç G âñåõ âåðøèí îáúåäèíåíèÿ �EMBED Equation.3��� è ñîäåðæàùèõ èõ ðåáåð. Ïîñëåäíèé ñëîé ñîñòîèò òîëüêî èç âûõîäíûõ âåðøèí. Ïðåäûäóùèå ñëîè òàêæå ìîãóò ñîäåðæàòü âûõîäíûå âåðøèíû.

Ñ êàæäîé âåðøèíîé ãðàôà ((v(G) îäíîçíà÷íî ñâÿçàí òåðì (êîòîðûé ìû, ñëåäóÿ òðàäèöèè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü (). Äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ óäàëèì èç G âñå âåðøèíû, êðîìå òåõ, îò êîòîðûõ ê ( ìîæíî ïðîéòè ïî îðèåíòèðîâàííîìó ïóòè, à òàêæå ñâÿçàííûå ñ íèìè ðåáðà. Ïîëó÷åííûé ãðàô îáîçíà÷èì �EMBED Equation.3���: v(�EMBED Equation.3���)={(((v(G)|((((}. Ãðàô �EMBED Equation.3��� óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 3, ïîýòîìó ïî íåìó åäèíñòâåííûì îáðàçîì âîññòàíàâëèâàåòñÿ òåðì (è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ).

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî D - îáëàñòü èíòåðïðåòàöèè è óêàçàíà èíòåðïðåòàöèÿ âñåõ ñèìâîëîâ, îòìå÷àþùèõ âåðøèíû ãðàôà, à òàêæå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, îòâå÷àþùèõ âõîäíûì âåðøèíàì. Òîãäà ïî óðàâíåíèÿì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ (4) (îíè ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿþòñÿ è äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ãðàôîâ) ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ Z(() äëÿ âñåõ âåðøèí ãðàôà. Â ðåçóëüòàòå îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ âñåõ ñëîæíûõ ôóíêöèé, ôîðìóëû äëÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàì ãðàôà G.

Îïèñàííûå îáùèå ãðàôû ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ. Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíî òî, ÷òî òàêèå ãðàôû âîçíèêàþò, åñëè èç ãðàôà âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè óäàëèòü îäèí èëè íåñêîëüêî ïîñëåäíèõ ñëîåâ.



4. Äâîéñòâåííîå ôóíêöèîíèðîâàíèå, äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è ãðàäèåíò ñëîæíîé ôóíêöèè

À. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî

Îñíîâíóþ èäåþ äâîéñòâåííîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìîæíî ïîíÿòü óæå íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî. Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî f1(A) ,f2(A) ,...,fn(A) . Îáðàçóåì èç íèõ ñëîæíóþ ôóíêöèþ

F(x)=fn (fn-1 (...(f1 (x))...)). (1)

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü âû÷èñëåíèå F(x) êàê ðåçóëüòàò ðàáîòû n àâòîìàòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò îäèí âõîä è âûäàåò íà âûõîäå çíà÷åíèå fi (A), ãäå A - âõîäíîé ñèãíàë (ðèñ.2, à). ×òîáû ïîñòðîèòü ñèñòåìó àâòîìàòîâ, âû÷èñëÿþùóþ F((x), íàäî äîïîëíèòü èñõîäíûå àâòîìàòû òàêèìè, êîòîðûå âû÷èñëÿþò ôóíêöèè fi((A), ãäå A - âõîäíîé ñèãíàë (âàæíî ðàçëè÷àòü ïðîèçâîäíóþ fi ïî âõîäíîìó ñèãíàëó, òî åñòü ïî àðãóìåíòó ôóíêöèè fi, è ïðîèçâîäíóþ ñëîæíîé ôóíêöèè fi(A(x)) ïî x; fi((A) � ïðîèçâîäíûå ïî A).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ F((x) ïîòðåáóåòñÿ åùå öåïî÷êà èç n-1 îäèíàêîâûõ àâòîìàòîâ, èìåþùèõ ïî äâà âõîäà, ïî îäíîìó âûõîäó è ïîäàþùèõ íà âûõîä ïðîèçâåäåíèå âõîäîâ. Òîãäà ôîðìóëó ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè 

�EMBED Equation.3����ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ñåòè àâòîìàòîâ, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2, á. Ñíà÷àëà ïî ýòîé ñõåìå âû÷èñëåíèÿ èäóò ñëåâà íàïðàâî: íà âõîäû f1 è f1' ïîäàþòñÿ çíà÷åíèÿ x, ïîñëå âû÷èñëåíèé f1(x) ýòî ÷èñëî ïîäàåòñÿ íà âõîäû f2 è f2' è ò.ä. Â êîíöå öåïî÷êè îêàçûâàþòñÿ âû÷èñëåííûìè âñå fi (fi-1 (...)) è fi'(fi-1 (...)).



�

Ðèñ.2. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîé 

ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî è åå ïðîèçâîäíûõ.



Òåì ñàìûì, äëÿ êàæäîãî àâòîìàòà íèæíåé ñòðîêè, êðîìå ñàìîãî ïðàâîãî, îêàçûâàåòñÿ ñôîðìèðîâàííûì ïî îäíîìó çíà÷åíèþ âõîäà, à ó ñàìîãî ïðàâîãî - îáà, ïîýòîìó îí ìîæåò ñðàáîòàòü è íà÷àòü ïåðåäà÷ó ñèãíàëà â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè � ñïðàâà íàëåâî. Ýòî îáðàòíîå äâèæåíèå åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîå âû÷èñëåíèå ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé è ïåðåäà÷à èõ íàëåâî. Â êîíöå ïîëó÷àåì dF/dx. 



Á. Äâîéñòâåííîå ôóíêöèîíèðîâàíèå è áûñòðîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Âû÷èñëåíèå ãðàäèåíòà ñëîæíîé ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ òàêæå áóäåò ïðåäñòàâëåíî êàê íåêîòîðûé âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ, â õîäå êîòîðîãî ñèãíàëû ïåðåìåùàþòñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè - îò âûõîäíûõ ýëåìåíòîâ ãðàôà ê âõîäíûì. È òàê æå, êàê ïðè âû÷èñëåíèè ñëîæíîé ôóíêöèè, áóäåò ÿâíî ïðåäñòàâëåíî ïðîõîæäåíèå êàæäîãî óçëà (ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â óðàâíåíèè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ (4)), à âåñü ïðîöåññ â öåëîì áóäåò ñêëàäûâàòüñÿ èç òàêèõ ýëåìåíòàðíûõ ôðàãìåíòîâ çà ñ÷åò ñòðóêòóðû ñâÿçåé ìåæäó óçëàìè. Ñàìà ýòà ñòðóêòóðà - òà æå ñàìàÿ, ÷òî è äëÿ ïðÿìîãî ïðîöåññà.

Âñþäó â ýòîì ðàçäåëå îáëàñòü èíòåðïðåòàöèè - äåéñòâèòåëüíàÿ ïðÿìàÿ, à âñå ôóíêöèè äèôôåðåíöèðóåìû.

Îñíîâíîé èíñòðóìåíò ïðè ïîñòðîåíèè äâîéñòâåííîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ - ôîðìóëà äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ «äâóõñëîéíîé» ñëîæíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

�EMBED Equation.3���.		(5)

Ïðè ïðîâåäåíèè èíäóêöèè ïî ÷èñëó ñëîåâ íàì ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü ãðàôû ñ íåñêîëüêèìè âûõîäíûìè âåðøèíàìè, îïèñàííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïîýòîìó ñðàçó áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòîò áîëåå îáùèé ñëó÷àé. 

Èòàê, ïóñòü G - ñâÿçíûé (íî íå îáÿçàòåëüíî îðèåíòèðîâàííî ñâÿçíûé) îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ. Êàê è âûøå, v(G) - ìíîæåñòâî âåðøèí G, e(G) - ìíîæåñòâî ðåáåð. Ïóñòü, äàëåå, êàæäîé âåðøèíå ((v(G) ñîïîñòàâëåíà ìåòêà - ñèìâîë àëôàâèòà p((), à êàæäîìó ðåáðó (((,()(e(G) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìåòêà - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë P(((,() è âûïîëíåíî óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ À: åñëè äëÿ äàííîãî ((v(G) ìíîæåñòâî âõîäÿùèõ ðåáåð (((,() íåïóñòî, òî �EMBED Equation.3��� (ÿâëÿåòñÿ k-ìåñòíûì ôóíêöèîíàëüíûì ñèìâîëîì ïðè íåêîòîðîì k) è ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {P(((,()|(((,()(e(G)} ïðè ôèêñèðîâàííîì ( îáðàçóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà íîìåðîâ {1,...,k}. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ((v(G) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âõîäÿùèõ â íåå ðåáåð in((), à âûõîäÿùèõ èç íåå - out(().

Ïóñòü óêàçàíà èíòåðïðåòàöèÿ âñåõ ñèìâîëîâ, îòìå÷àþùèõ âåðøèíû ãðàôà, çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, îòâå÷àþùèõ âõîäíûì âåðøèíàì è óðàâíåíèÿì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ (4) îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ Z(() äëÿ âñåõ âåðøèí ãðàôà. Â ðåçóëüòàòå îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ âñåõ ñëîæíûõ ôóíêöèé, ôîðìóëû äëÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàì ãðàôà G. Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ Z(() áóäåì íàçûâàòü ïðÿìûì â ïðîòèâîâåñ îáðàòíîìó èëè äâîéñòâåííîìó, ê îïèñàíèþ êîòîðîãî ìû ïåðåõîäèì.

Ïðè çàäàííûõ Z(() äëÿ êàæäîé âåðøèíû è êàæäîãî ðåáðà ñòðîÿòñÿ ïåðåìåííûå äâîéñòâåííîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ (èëè, áîëåå êðàòêî, äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå). Áóäåì îáîçíà÷àòü èõ ((() äëÿ âåðøèí è ((((,() - äëÿ ðåáåð. 

Äëÿ âûõîäíûõ âåðøèí ((() ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Ïóñòü èõ çíà÷åíèÿ çàäàíû. Äëÿ âåðøèíû (, íå ÿâëÿþùåéñÿ âûõîäíîé, çíà÷åíèå ((() åñòü ñóììà çíà÷åíèé äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âûõîäÿùèì èç ( ðåáðàì:

�EMBED Equation.3���.					(6)

Äëÿ ðåáðà (((,() çíà÷åíèå ((((,() îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå (5):

�EMBED Equation.3���.				(7)

Â ôîðìóëå (7) �EMBED Equation.3��� - ìåòêà ðåáðà (, �EMBED Equation.3��� - àðãóìåíòû «ïðîñòîé» ôóíêöèè �EMBED Equation.3���, à ïðîèçâîäíûå �EMBED Equation.3��� áåðóòñÿ ïðè óñëîâèÿõ, îïðåäåëÿåìûõ ïðÿìûì ïðîöåññîì:

�EMBED Equation.3���.				(8)

Äëÿ êàæäîãî j({1,...,k} òàêîå ( ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â ñèëó òîãî, ÷òî ìåòêè âõîäÿùèõ â âåðøèíó ( ðåáåð îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà íîìåðîâ {1,...,k}.

Â ñàìîì ðàñïðîñòðàíåííîì ñëó÷àå âñå ìåòêè ðåáåð P(((,() ñîäåðæàò ïî îäíîìó ýëåìåíòó. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (7) ïðèîáðåòàåò îñîáåííî ïðîñòîé âèä

�EMBED Equation.3���.			(7()

Èñïîëüçóÿ (6)-(8), ìîæíî çàïèñàòü ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ äëÿ âåðøèí, íå èñïîëüçóþùèå äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ äëÿ ðåáåð:

�EMBED Equation.3����EMBED Equation.3���,		(9)

ãäå ïðîèçâîäíûå �EMBED Equation.3��� áåðóòñÿ ïðè óñëîâèÿõ

�EMBED Equation.3���.				(10)

Ãðå÷åñêèìè áóêâàìè (, (, ( çäåñü îáîçíà÷åíû âåðøèíû ãðàôà.

Îïÿòü æå, â ðàñïðîñòðàíåííîì ñëó÷àå, êîãäà âñå P(((,() îäíîýëåìåíòíû, ïðèìåíÿåì (7() âìåñòî (7) è ïîëó÷àåì

�EMBED Equation.3����EMBED Equation.3���	(9()

Íàïîìíèì, ÷òî êàæäîé âåðøèíå (, ïðèíàäëåæàùåé íåíóëåâîìó ñëîþ ãðàôà G, ñîîòâåòñòâóþò òåðì ( è ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ �EMBED Equation.3��� îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò, îòìå÷àþùèõ âåðøèíû íóëåâîãî ñëîÿ G. 

Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ îðãàíèçóåòñÿ ïîñëîéíî îò âûõîäíûõ âåðøèí ê âõîäíûì è ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ (back propagation) èëè ïðîñòî îáðàòíûì ïðîöåññîì.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü çàäàíà èíòåðïðåòàöèÿ âñåõ ñèìâîëîâ, îòìå÷àþùèõ âåðøèíû ãðàôà G, îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (à òàêæå êîíñòàíò), ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì âõîäíîãî ñëîÿ �EMBED Equation.3��� è çíà÷åíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ äâîéñòâåííîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ((() äëÿ âåðøèí âûõîäíîãî ñëîÿ �EMBED Equation.3���. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ((�EMBED Equation.3��� 

�EMBED Equation.3���.					(11)

ãäå �EMBED Equation.3��� - ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíå ( ôóíêöèÿ îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò, îòìå÷àþùèõ âåðøèíû íóëåâîãî ñëîÿ G, �EMBED Equation.3��� - ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíå ((�EMBED Equation.3��� ïåðåìåííàÿ èëè êîíñòàíòà, à ïðîèçâîäíûå â (11) áåðóòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïðî÷èõ ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñëîåâ. Äëÿ ãðàôîâ èç äâóõ ñëîåâ - íóëåâîãî è ïåðâîãî - òåîðåìà î÷åâèäíà. Ñïóñê îò i+1-ñëîéíûõ ãðàôîâ ê i-ñëîéíûì ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû 5.

à)

�

�á)

���Ðèñ. 3. Ïðîõîæäåíèå âåðøèíû ( â ïðÿìîì (à) è îáðàòíîì (á) íàïðàâëåíèè.

Ïðîõîæäåíèå âåðøèíû ãðàôà è ïðèëåãàþùèõ ê íåé ðåáåð ïðè ïðÿìîì è îáðàòíîì ïðîöåññàõ ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 3.

5. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè è åå ãðàäèåíòà

Ïîäñ÷èòàåì òåïåðü ÷èñëî îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ((() äëÿ âåðøèí è ((((,() - äëÿ ðåáåð.

Âî-ïåðâûõ, íóæíî âû÷èñëèòü âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

�EMBED Equation.3���

äëÿ âñåõ âåðøèí ( è âñåõ k àðãóìåíòîâ «ïðîñòîé» ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé êàæäîé âåðøèíå. ×èñëî òàêèõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíî ñóììå ÷èñëà àðãóìåíòîâ äëÿ âñåõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì ãðàôà, òî åñòü ñëåäóþùåé âåëè÷èíå E:

�EMBED Equation.3���. 

Äîãîâîðèìñÿ â ýòîì ðàçäåëå îòîáðàæàòü ðåáðà (((,(), èìåþùèå â ñâîèõ ìåòêàõ P(((,() áîëüøå îäíîãî íîìåðà, êàê ïó÷êè ðåáåð, èäóùèõ îò âåðøèíû (( ê âåðøèíå ( - ïî îäíîìó òàêîìó ðåáðó äëÿ êàæäîãî íîìåðà èç P(((,(). ×èñëî E ïðîñòî ðàâíî ÷èñëó ðåáåð â ãðàôå. ×èñëî íåîáõîäèìûõ óìíîæåíèé è ÷èñëî ñëîæåíèé òàêæå íå ïðåâîñõîäÿò E. 

Êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé «ïðîñòûõ» ôóíêöèé ïðè âû÷èñëåíèè ñëîæíîé ðàâíî ÷èñëó âåðøèí ãðàôà. Îáîçíà÷èì åãî V. Îòíîøåíèå E/V äàåò ïðåäñòàâëåíèå îá îòíîøåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò íà âû÷èñëåíèå ãðàäèåíòà ê çàòðàòàì íà âû÷èñëåíèå ôóíêöèè. ×òîáû ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçîâàòü ýòó îöåíêó, à òàêæå èñêàòü òå ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëåíèå ãðàäèåíòà åùå ïðîùå, íåîáõîäèìî çàôèêñèðîâàòü èñõîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Áóäåì îáîçíà÷àòü Tf  çàòðàòû íà âû÷èñëåíèå f . 

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùåé åé ôóíêöèè f, è ëþáîãî àðãóìåíòà ýòîé ôóíêöèè x ñïðàâåäëèâà îöåíêà �EMBED Equation.3���;

Äëÿ ôóíêöèé f=�EMBED Equation.3���, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì ãðàôà, �EMBED Equation.3���, òî åñòü ñóììà ïåðåìåííûõ - ïðîñòåéøàÿ ôóíêöèÿ;

Óìíîæåíèå è ñëîæåíèå èìåþò ïðèìåðíî îäèíàêîâóþ ñëîæíîñòü.

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ 1-3 çàôèêñèðîâàí òîò óðîâåíü òî÷íîñòè, ñ êîòîðûì áóäóò äåëàòüñÿ îöåíêè. Ïðè ôîðìàëüíîì èñïîëüçîâàíèè îòíîøåíèÿ «a ïðèìåðíî ðàâíî b»  íåèçáåæíû ïàðàäîêñû òèïà «êó÷à»: îäèí êàìåíü íå êó÷à, åñëè n êàìíåé - íå êó÷à, òî è n+1 - òîæå, ñëåäîâàòåëüíî... . ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî è ñäåëàòü ðàññóæäåíèÿ áîëåå íàãëÿäíûìè, ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñëîæíîñòü «ïðîñòîé» ôóíêöèè k ïåðåìåííûõ è ëþáîé åå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé îöåíèì êàê ck, ãäå c - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, c(1; ñëîæíîñòü ñóììû k ñëàãàåìûõ (è ïðîèçâåäåíèÿ k ñîìíîæèòåëåé) îïðåäåëèì êàê k-1. Ïîñëåäíåå âû÷èòàíèå åäèíèöû èìååò ñìûñë ïðè ðàññìîòðåíèè áîëüøîãî ÷èñëà ñóìì, ñîäåðæàùèõ ìàëî ñëàãàåìûõ. 

Ïóñòü, êàê è âûøå, E- ÷èñëî ðåáåð ãðàôà, V- ÷èñëî âåðøèí, Vout - ÷èñëî âûõîäíûõ âåðøèí (èì íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîé ñóììû â (6)). Ñëîæíîñòü ïðÿìîãî ïðîõîæäåíèÿ ãðàôà (âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé) îöåíèâàåòñÿ êàê cE. 

Îáðàòíîå ïðîõîæäåíèå ãðàôà ïðè âû÷èñëåíèè ãðàäèåíòîâ ñêëàäûâàåòñÿ èç òðåõ ñëàãàåìûõ:

Âû÷èñëåíèå âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðîñòûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì ãðàôà. Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü E òàêèõ ïðîèçâîäíûõ. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ îäíîé òàêîé ïðîèçâîäíîé äëÿ âåðøèíû (, èìåþùåé |in(()| âõîäÿùèõ ðåáåð, îöåíèâàåòñÿ êàê c|in(()|. Îöåíêà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ âñåõ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ äàåòñÿ ñëåäóþùåé ñóììîé TDif= c�EMBED Equation.3���(�EMBED Equation.3���).

Âû÷èñëåíèå âñåõ ïðîèçâåäåíèé (7) íà ðåáðàõ - E  ïðîèçâåäåíèé (â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìû â äàííîì ðàçäåëå ïåðåäà÷ó ñèãíàëà íà ðàçíûå âõîäû àâòîìàòà, âû÷èñëÿþùåãî �EMBED Equation.3���, îáîçíà÷àåì ðàçëè÷íûìè ðåáðàìè, óðàâíåíèÿ (7), ñîõðàíÿÿ ïðåæíþþ âíåøíþþ ôîðìó, ïðåîáðàçóþòñÿ òàê, ÷òî â ñóììàõ îñòàåòñÿ ïî îäíîìó ñëàãàåìîìó, îñòàëüíîå ñóììèðîâàíèå ïåðåíîñèòñÿ ê âåðøèíàì (6)).

Âû÷èñëåíèå âñåõ ñóìì (6) - ñëîæíîñòü ðàâíà E�(V� Vout).

Èòîãî, ïîëíàÿ ñëîæíîñòü îáðàòíîãî ïðîõîæäåíèÿ ñèãíàëîâ îöåíèâàåòñÿ êàê 

T= TDif+2 E�(V� Vout)= c�EMBED Equation.3���+2 E�(V� Vout).

Îñíîâíóþ ðîëü â ïîñëåäíåé ñóììå èãðàåò ïåðâîå ñëàãàåìîå - èìåííî èì îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòü îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïî ãðàôó (åñëè âñå |in(()|=1, òî TDif =cE, à óæå â ñëó÷àå, êîãäà |in(()|=2, ìû ïîëó÷àåì TDif =2cE). Ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü T(TDif (ñòðîãî ãîâîðÿ, 3TDif(T(TDif , îäíàêî ðàçëè÷èÿ â äâà-òðè ðàçà äëÿ íàñ ñåé÷àñ íåñóùåñòâåííû).

Åñëè õàðàêòåðíîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ ó ïðîñòûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì ãðàôà, ðàâíî m (òî åñòü |in(()|=m), òî äëÿ âû÷èñëÿåìîé ïî ãðàôó ñëîæíîé ôóíêöèè F ìîæíî îöåíèòü îòíîøåíèå çàòðàò íà âû÷èñëåíèå F è gradF ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�EMBED Equation.3���.

Ýòà îöåíêà, êîíå÷íî, ëó÷øå, ÷åì ïîëíîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ n, íî âñå æå èñêîìîå îòíîøåíèå îöåíèâàåòñÿ ïðèìåðíî êàê îòíîøåíèå ÷èñëà ðåáåð ê ÷èñëó âåðøèí E/V (ñ òî÷íîñòüþ äî ìåíåå çíà÷èìûõ ñëàãàåìûõ). Åñëè íàñ èíòåðåñóþò ãðàôû ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñâÿçåé, òî äëÿ ñîõðàíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòîâ íóæíî îãðàíè÷èâàòüñÿ ñïåöèàëüíûìè êëàññàìè ïðîñòûõ ôóíêöèé. Èç èñõîäíûõ ïðåäïîëîæåíèé 1-3 íàèáîëåå ñóùåñòâåííî ïåðâîå (�EMBED Equation.3���). Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: äëÿ êàêèõ ôóíêöèé f âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âîîáùå íå òðåáóåò âû÷èñëåíèé?

Îòâåò î÷åâèäåí: îáùèé âèä òàêèõ ôóíêöèé

�EMBED Equation.3���, 					(12)

ãäå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ P1, P2, P3  íå ïåðåñåêàþòñÿ è, êðîìå òîãî, P2, P3 èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Çíà÷åíèÿ âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òàêèõ ôóíêöèé óæå èçâåñòíû, à èñòî÷íèêè (àäðåñà) ýòèõ çíà÷åíèé óêàçûâàþòñÿ ñâÿçÿìè ãðàôà. Êàêèå-òî çíà÷åíèÿ zk âî âòîðîé ñóììå ìîãóò áûòü êîíñòàíòàìè (çíà÷åíèÿ íóëåâîãî ñëîÿ), êàêèå-òî - íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè (òàêæå íóëåâîé ñëîé) èëè çíà÷åíèÿìè, íàéäåííûìè ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ.

Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèè (12) áèëèíåéíû. Èõ ÷àñòíûé ñëó÷àé - ëèíåéíûå ôóíêöèè: åñëè èíäåêñàì èç P2 â (12) ñîîòâåòñòâóþò êîíñòàíòû, òî ôóíêöèÿ f  - ëèíåéíàÿ. 

È ôóíêöèè âèäà (12), è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðøèíû áóäåì íàçûâàòü êâàçèëèíåéíûìè. 

Ïóñòü èíòåðïðåòàöèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ òàêîâà, ÷òî â ãðàôå âû÷èñëåíèé ïðèñóòñòâóþò òîëüêî âåðøèíû äâóõ ñîðòîâ: êâàçèëèíåéíûå èëè ñ îäíîé âõîäíîé ñâÿçüþ (ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòûì ôóíêöèÿì îäíîãî ïåðåìåííîãî). Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâà ýòèõ âåðøèí Vq è V1 ñîîòâåòñòâåííî. Îöåíêà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà äëÿ òàêèõ ãðàôîâ ïðèíöèïèàëüíî ìåíÿåòñÿ. Îáðàòíîå ôóíêöèîíèðîâàíèå â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåò ñëåäóþùèõ çàòðàò:

Ïîèñê âñåõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì ãðàôà (÷èñëî òàêèõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíî V1), ñëîæíîñòü ïîèñêà îäíîé ïðîèçâîäíîé îöåíèâàåòñÿ êàê c.

Âû÷èñëåíèå âñåõ ïðîèçâåäåíèé (7) íà ðåáðàõ - E  ïðîèçâåäåíèé.

Âû÷èñëåíèå âñåõ ñóìì (6) - ñëîæíîñòü ðàâíà E�(V� Vout).

Èòîãî, ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü îáðàòíîãî ïðîõîæäåíèÿ ñèãíàëîâ îöåíèâàåòñÿ êàê 

TgradF = cV1+2E�(V� Vout).

Îöåíèì ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé ïðè ïðÿìîì ðàñïðîñòðàíåíèè:

Äëÿ ëþáîé êâàçèëèíåéíîé âåðøèíû ( ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè îöåíèâàåòñÿ êàê |in(()|-1,

Äëÿ ëþáîé âåðøèíû ñ îäíîé âõîäíîé ñâÿçüþ ñëîæíîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê c.

Èòàê, äëÿ ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëîæíîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê

TF=cV1+(E� V1� Vq).

Ñ ðîñòîì ÷èñëà ñâÿçåé �EMBED Equation.3��� !!!

Ãðàôû âû÷èñëåíèé (ñ çàäàííîé èíòåðïðåòàöèåé ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ), â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò òîëüêî âåðøèíû äâóõ ñîðòîâ: êâàçèëèíåéíûå èëè ñ îäíîé âõîäíîé ñâÿçüþ (ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòûì ôóíêöèÿì îäíîãî ïåðåìåííîãî) èãðàþò îñîáóþ ðîëü. Áóäåì íàçûâàòü èõ ñóùåñòâåííî êâàçèëèíåéíûìè. Äëÿ ôóíêöèé, âû÷èñëÿåìûõ ñ ïîìîùüþ òàêèõ ãðàôîâ, çàòðàòû íà âû÷èñëåíèå âåêòîðà ãðàäèåíòà ïðèìåðíî âäâîå áîëüøå, ÷åì çàòðàòû íà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (âñåãî!). Ïðè ýòîì ÷èñëî ñâÿçåé è îòíîøåíèå �EMBED Equation.3���ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè. Ýòî äîñòîèíñòâî äåëàåò èñïîëüçîâàíèå ñóùåñòâåííî êâàçèëèíåéíûõ ãðàôîâ âåñüìà ïðèòÿãàòåëüíûì âî âñåõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè. Èõ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿþòñÿ íåéðîííûå ñåòè, äëÿ êîòîðûõ ðîëü êâàçèëèíåéíûõ âåðøèí èãðàþò àäàïòèâíûå ëèíåéíûå ñóììàòîðû. 

Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíîå ïðîõîæäåíèå àäàïòèâíîãî ñóììàòîðà òðåáóåò òàêèõ æå çàòðàò, êàê è ïðÿìîå. Äëÿ äðóãèõ ýëåìåíòîâ ñòàíäàðòíîãî íåéðîíà îáðàòíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ñòðîèòñÿ ñòîëü æå ïðîñòî: òî÷êà âåòâëåíèÿ ïðè îáðàòíîì ïðîöåññå ïðåâðàùàåòñÿ â ïðîñòîé ñóììàòîð, à íåëèíåéíûé ïðåîáðàçîâàòåëü �EMBED Equation.3��� â ëèíåéíóþ ñâÿçü �EMBED Equation.3��� ñ êîýôôèöèåíòîì ñâÿçè �EMBED Equation.3���. Ïîýòîìó äëÿ íåéðîííûõ ñåòåé îáðàòíîå ðàñïðîñòðàíåíèå âûãëÿäèò îñîáåííî ïðîñòî. Äåòàëè ìîæíî íàéòè â ðàçëè÷íûõ ðóêîâîäñòâàõ, íàïðèìåð [5,6]

Îòëè÷èå îáùåãî ñëó÷àÿ îò áîëåå ïðèâû÷íûõ íåéðîííûõ ñåòåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü áèëèíåéíûå êîìáèíàöèè (12) ïðîèçâîëüíûõ óæå âû÷èñëåííûõ ôóíêöèé, à íå òîëüêî ëèíåéíûå ôóíêöèè îò íèõ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè-âåñàìè.

Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå êâàçèëèíåéíûå ôóíêöèè (12) âû÷èñëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ñóììàòîðàìè ñ âåñàìè 1 è �EMBED Equation.3��� è àðãóìåíòàìè �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3���, òîëüêî âåñà íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, à ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ íà ëþáîì ñëîå.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòÿõ ñåòåé, âñå âåðøèíû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êâàçèëèíåéíûìè. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé, âû÷èñëÿåìûõ òàêèìè ñåòÿìè, ñîäåðæèò âñå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé. Ñëåäîâàòåëüíî îíî ñîäåðæèò è âñå ìíîãî÷ëåíû îò ëþáîãî êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ. Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèæåíà ñ èõ ïîìîùüþ.



6. Äâîéñòâåííîñòü ïî Ëåæàíäðó è ñìûñë äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

Ïðîñìàòðèâàÿ òåêñò ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ, ÿ óáåäèëñÿ, ÷òî ïîäðîáíîå èçëîæåíèå è ýëåìåíòû ñòèëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ìîãóò äàæå î÷åâèäíîå ñäåëàòü ñëîæíûì. Â äàííîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ñâÿçü äâîéñòâåííîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñåòåé àâòîìàòîâ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà è íåîïðåäåëåííûìè ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà. Ýòî èçëîæåíèå îðèåíòèðîâàíî íà ÷èòàòåëÿ, çíàêîìèâøåãîñÿ ñ ëàãðàíæåâûì è ãàìèëüòîíîâûì ôîðìàëèçìàìè è èõ ñâÿçüþ (â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå èëè âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè). Ôàêòè÷åñêè íà äâóõ ñòðàíèöàõ áóäåò çàíîâî èçëîæåí âåñü ïðåäûäóùèé ìàòåðèàë ãëàâû.

Ïåðåìåííûå îáðàòíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ( ïîÿâëÿþòñÿ êàê âñïîìîãàòåëüíûå ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïåðåìåííûå òàêîãî òèïà ïîÿâëÿþòñÿ íå ñëó÷àéíî. Îíè ïîñòîÿííî âîçíèêàþò â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè è ÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.

Ìû ââîäèì (, èñõîäÿ èç ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè. Âîçìîæåí äðóãîé ïóòü, ñâÿçàííûé ñ ïåðåõîäîì îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà ê ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà. Èçëîæèì åãî è ïàðàëëåëüíî ïîëó÷èì ðÿä äàëüíåéøèõ îáîáùåíèé. Äëÿ âñåõ ñåòåé àâòîìàòîâ, âñòðå÷àâøèõñÿ íàì â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ è ãëàâàõ, ìîæíî âûäåëèòü òðè ãðóïïû ïåðåìåííûõ:

âíåøíèå âõîäíûå ñèãíàëû x..., 

ïåðåìåííûå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ - çíà÷åíèÿ íà âûõîäàõ âñåõ ýëåìåíòîâ ñåòè f...,

ïåðåìåííûå îáó÷åíèÿ a... �(ìíîãîòî÷èÿìè çàìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå íàáîðû èíäåêñîâ). 

Îáúåäèíèì èõ â äâå ãðóïïû - âû÷èñëÿåìûå âåëè÷èíû y... - çíà÷åíèÿ f... è çàäàâàåìûå - b... (âêëþ÷àÿ a... è x...). Óïðîñòèì èíäåêñàöèþ, ïåðåíóìåðîâàâ f è b íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè: f1,...,fN ; b1 ,...,bM . 

Ïóñòü ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ íàáîðîì èç N óðàâíåíèé

(i(y1 ,...,yN ,b1 ,...,bM)=0 (i=1,...,N). 				(13)

Äëÿ ïîñëîéíîãî âû÷èñëåíèÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé âû÷èñëÿåìûå ïåðåìåííûå - ýòî çíà÷åíèÿ âåðøèí äëÿ âñåõ ñëîåâ, êðîìå íóëåâîãî, çàäàâàåìûå ïåðåìåííûå - ýòî çíà÷åíèÿ âåðøèí ïåðâîãî ñëîÿ (êîíñòàíòû è çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ), à óðàâíåíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èìåþò ïðîñòåéøèé âèä (4), äëÿ êîòîðîãî

�EMBED Equation.3���

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (13) çàäàåò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ yi .

Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ (ëàãðàíæèàí) H(y1 ,...,yN ,b1 ,...,bM). Ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò îò b è ÿâíî, è íåÿâíî - ÷åðåç ïåðåìåííûå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ y. Åñëè ïðåäñòàâèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (13) ðàçðåøåíû îòíîñèòåëüíî âñåõ y (y=y(b)), òî H ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ôóíêöèþ îò b:

H=H1(b)=H(y1(b),...,yN(b),b). 					(14)

ãäå b - âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè bi .

Äëÿ çàäà÷è îáó÷åíèÿ òðåáóåòñÿ íàéòè ïðîèçâîäíûå Di=(H1(b)/(bi . Íåïîñðåäñòâåííî è ÿâíî ýòî ñäåëàòü òðóäíî.

Ïîñòóïèì ïî-äðóãîìó. Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå (1,...,(N (ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà) è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ W:

�EMBED Equation.3��� 

Â ôóíêöèè W àðãóìåíòû y, b è ( - íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.

Óðàâíåíèÿ (13) ìîæíî çàïèñàòü êàê 

�EMBED Equation.3���					(15)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òåõ y, b, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (13), ïðè ëþáûõ (

W(y,b,()(H(y,b).					 (16)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ èñòèííûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ y ïðè äàííûõ b ôóíêöèÿ W(y,b,() ñîâïàäàåò ñ èññëåäóåìîé ôóíêöèåé H.

Ïîïûòàåìñÿ ïîäîáðàòü òàêóþ çàâèñèìîñòü (i(b), ÷òîáû, èñïîëüçóÿ (16), ïîëó÷èòü äëÿ Di=(H1(b)/(bi íàèáîëåå ïðîñòûå âûðàæåíèÿ . Íà ìíîãîîáðàçèè ðåøåíèé (15) 

�EMBED Equation.3��� 

Ïîýòîìó

�EMBED Equation.3���	(17)

Ìû âñþäó ðàçëè÷àåì ôóíêöèþ H(y,b), ãäå y è b - íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, è ôóíêöèþ òîëüêî îò ïåðåìåííûõ b H(y(b),b), ãäå y(b) îïðåäåëåíû èç óðàâíåíèé (13). Àíàëîãè÷íîå ðàçëè÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ äëÿ ôóíêöèé W(y,b,() è W(y(b),b,( (b)).

Ïðîèçâîë â îïðåäåëåíèè ((b) íàäî èñïîëüçîâàòü íàèëó÷øèì îáðàçîì - âñå ðàâíî îò íåãî ïðèäåòñÿ èçáàâëÿòüñÿ, äîîïðåäåëÿÿ çàâèñèìîñòè. Åñëè âûáðàòü òàêèå (, ÷òî ñëàãàåìûå â ïåðâîé ñóììå ïîñëåäíåé ñòðîêè âûðàæåíèÿ (17) îáðàòÿòñÿ â íóëü, òî ôîðìóëà äëÿ Di ðåçêî óïðîñòèòñÿ. Ïîëîæèì ïîýòîìó

�EMBED Equation.3���.				(18)

Ýòî - ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ (k (k=1,...,N). Åñëè ( îïðåäåëåíû ñîãëàñíî (18), òî

�EMBED Equation.3��� 

ýòî - â òî÷íîñòè òå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè ïîèñêå ïðîèçâîäíûõ ñëîæíûõ ôóíêöèé. Â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ ìû ïîëüçîâàëèñü ÿâíûì îïèñàíèåì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äîïóñêàåò è ìåíåå ÿâíûå îïèñàíèÿ ñåòåé.

Â ìàòåìàòè÷åñêîì ôîëüêëîðå áûòóåò òàêîé òåçèñ: ñëîæíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî ïðè ýôôåêòèâíîì èñïîëüçîâàíèè äâîéñòâåííîñòè. Ìåòîäû áûñòðîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÿðêîé èëëþñòðàöèåé ýòîãî òåçèñà.



7. Îïòèìèçàöèîííîå îáó÷åíèå íåéðîííûõ ñåòåé

Êîãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü îáó÷åíèå íåéðîííûõ ñåòåé êàê çàäà÷ó îïòèìèçàöèè? Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà óäàåòñÿ îöåíèòü ðàáîòó ñåòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî óêàçàòü, õîðîøî èëè ïëîõî ñåòü ðåøàåò ïîñòàâëåííûå åé çàäà÷è è îöåíèòü ýòî «õîðîøî èëè ïëîõî» êîëè÷åñòâåííî. Ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ îöåíêè. Îíà, êàê ïðàâèëî, ÿâíî çàâèñèò îò âûõîäíûõ ñèãíàëîâ ñåòè è íåÿâíî (÷åðåç ôóíêöèîíèðîâàíèå) - îò âñåõ åå ïàðàìåòðîâ. Ïðîñòåéøèé è ñàìûé ðàñïðîñòðàíåííûé ïðèìåð îöåíêè - ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò âûõîäíûõ ñèãíàëîâ ñåòè äî èõ òðåáóåìûõ çíà÷åíèé: 

�EMBED Equation.3���,

ãäå �EMBED Equation.3��� - òðåáóåìîå çíà÷åíèå âûõîäíîãî ñèãíàëà.

Äðóãîé ïðèìåð îöåíêè- êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè â ñåòÿõ Êîõîíåíà. Â ýòîì ñëó÷àå îòâåòû çàðàíåå íåèçâåñòíû, íî êà÷åñòâî ðàáîòû ñåòè îöåíèòü ìîæíî.

Óñòðîéñòâî, âû÷èñëÿþùåå îöåíêó, íàäñòðàèâàåòñÿ íàä íåéðîííîé ñåòüþ è ãðàäèåíò îöåíêè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ èñïîëüçîâàíèåì îïèñàííîãî ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êâàäðàòîâ îøèáîê, çíà÷åíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ äâîéñòâåííîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ((() äëÿ âåðøèí âûõîäíîãî ñëîÿ �EMBED Equation.3��� ïðè âû÷èñëåíèè ãðàäèåíòà H óñòàíàâëèâàþòñÿ ðàâíûìè

�EMBED Equation.3��� - 				(19)

íà âõîä ïðè îáðàòíîì ôóíêöèîíèðîâàíèè ïîñòóïàþò îøèáêè âûõîäíûõ ñèãíàëîâ! Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íàñòîëüêî âïå÷àòëèëî èññëåäîâàòåëåé, ÷òî îíè íàçâàëè ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà îöåíêè ìåòîäîì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáîê. Âïðî÷åì, ïîñëå ôîðìóëû Óèäðîó, îïèñàííîé â ãëàâå 2, ôîðìóëà (19) äîëæíà áûòü î÷åâèäíîé.

Äëÿ îáó÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà, óñðåäíåííàÿ ïî ïðèìåðàì ñ èçâåñòíûì îòâåòîì.

Ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü îáó÷åíèå íåéðîííûõ ñåòåé êàê çàäà÷ó îïòèìèçàöèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåñü ìîùíûé àðñåíàë ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ìîæåò áûòü èñïûòàí äëÿ îáó÷åíèÿ. Òàê è âèäèòñÿ: íåéðîêîìïüþòåðû íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà, íåéðîêîìïüþòåðû Íüþòîíà, Ôëåò÷åðà è ò.ï. - ïî íàçâàíèþ ìåòîäà íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè.

 Ñóùåñòâóåò, îäíàêî, ðÿä ñïåöèôè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé. Îíè ñâÿçàíû ñ îãðîìíîé ðàçìåðíîñòüþ çàäà÷è îáó÷åíèÿ. ×èñëî ïàðàìåòðîâ ìîæåò äîñòèãàòü 108 - è äàæå áîëåå. Óæå â ïðîñòåéøèõ ïðîãðàììíûõ èìèòàòîðàõ íà ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðàõ ïîäáèðàåòñÿ 103 - 104 ïàðàìåòðîâ.

Èç-çà âûñîêîé ðàçìåðíîñòè âîçíèêàåò äâà òðåáîâàíèÿ ê àëãîðèòìó:

1. Îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè. Ïóñòü n - ÷èñëî ïàðàìåòðîâ. Åñëè àëãîðèòì òðåáóåò çàòðàò ïàìÿòè ïîðÿäêà n2 ,òî îí âðÿä ëè ïðèìåíèì äëÿ îáó÷åíèÿ. Âîîáùå ãîâîðÿ, æåëàòåëüíî èìåòü àëãîðèòìû, êîòîðûå òðåáóþò çàòðàò ïàìÿòè ïîðÿäêà Kn, K=const.

2. Âîçìîæíîñòü ïàðàëëåëüíîãî âûïîëíåíèÿ íàèáîëåå òðóäîåìêèõ ýòàïîâ àëãîðèòìà è æåëàòåëüíî - íåéðîííîé ñåòüþ. Åñëè êàêîé-ëèáî îñîáî ïðèâëåêàòåëüíûé àëãîðèòì òðåáóåò ïàìÿòü ïîðÿäêà n2 , òî åãî âñå æå ìîæíî èñïîëüçîâàòü, åñëè ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè è, âîçìîæíî, êîíòðàñòèðîâàíèÿ ñîêðàòèòü ÷èñëî îáó÷àåìûõ ïàðàìåòðîâ äî ðàçóìíûõ ïðåäåëîâ.

Åùå äâà îáñòîÿòåëüñòâà ñâÿçàíû ñ íåéðîêîìïüþòåðíîé ñïåöèôèêîé.

1. Îáó÷åííûé íåéðîêîìïüþòåð äîëæåí ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ ðåøàòü âñå òåñòîâûå çàäà÷è (èëè, áûòü ìîæåò, ïî÷òè âñå ñ î÷åíü ìàëîé ÷àñòüþ èñêëþ÷åíèé). Ïîýòîìó çàäà÷à îáó÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïî ñóùåñòâó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷åé îïòèìèçàöèè: íàäî íàéòè òî÷êó îáùåãî ìèíèìóìà áîëüøîãî ÷èñëà ôóíêöèé. Îáó÷åíèå íåéðîêîìïüþòåðà èñõîäèò èç ãèïîòåçû î ñóùåñòâîâàíèè òàêîé òî÷êè. Îñíîâàíèÿ ãèïîòåçû - î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ è ñõîäñòâî ìåæäó ôóíêöèÿìè. Ñàìî ïîíÿòèå "ñõîäñòâî" çäåñü òðóäíî ôîðìàëèçîâàòü, íî îïûò ïîêàçûâàåò ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè îáùåãî ìèíèìóìà èëè, òî÷íåå, òî÷åê, ãäå çíà÷åíèÿ âñåõ îöåíîê ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ìèíèìàëüíûõ, ÷àñòî îïðàâäûâàåòñÿ.

2. Îáó÷åííûé íåéðîêîìïüþòåð äîëæåí èìåòü âîçìîæíîñòü ïðèîáðåòàòü íîâûå íàâûêè áåç óòðàòû ñòàðûõ. Âîçìîæíî áîëåå ñëàáîå òðåáîâàíèå: íîâûå íàâûêè ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ïîòåðåé òî÷íîñòè â ñòàðûõ, íî ýòà ïîòåðÿ íå äîëæíà áûòü îñîáî ñóùåñòâåííîé, à êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ äîëæíû áûòü èñêëþ÷åíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äîñòàòî÷íî áîëüøîé îêðåñòíîñòè íàéäåííîé òî÷êè îáùåãî ìèíèìóìà îöåíîê çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ìèíèìàëüíûõ. Ìàëî òîãî, ÷òî äîëæíà áûòü íàéäåíà òî÷êà îáùåãî ìèíèìóìà, òàê îíà åùå äîëæíà ëåæàòü â äîñòàòî÷íî øèðîêîé íèçìåííîñòè, ãäå çíà÷åíèÿ âñåõ ìèíèìèçèðóåìûõ ôóíêöèé áëèçêè ê ìèíèìóìó. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íóæíû ñïåöèàëüíûå ñðåäñòâà.

Èòàê, èìååì ÷åòûðå ñïåöèôè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿ, âûäåëÿþùèõ îáó÷åíèå íåéðîêîìïüþòåðà èç îáùèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè: àñòðîíîìè÷åñêîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìîñòü âûñîêîãî ïàðàëëåëèçìà ïðè îáó÷åíèè, ìíîãîêðèòåðèàëüíîñòü ðåøàåìûõ çàäà÷, íåîáõîäèìîñòü íàéòè äîñòàòî÷íî øèðîêóþ îáëàñòü, â êîòîðîé çíà÷åíèÿ âñåõ ìèíèìèçèðóåìûõ ôóíêöèé áëèçêè ê ìèíèìàëüíûì. Â îñòàëüíîì - ýòî ïðîñòî çàäà÷à îïòèìèçàöèè è ìíîãèå êëàññè÷åñêèå è ñîâðåìåííûå ìåòîäû äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííî ëîæàòñÿ íà ñòðóêòóðó íåéðîííîé ñåòè.

Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî åñëè âåñòè îïòèìèçàöèþ (ìèíèìèçàöèþ îøèáêè), ìåíÿÿ ïàðàìåòðû ñåòè, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè. Åñëè æå âåäåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ öåëåâîé íåêîòîðîé ôóíêöèè è èùóòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, òî â ðåçóëüòàòå ðåøàåì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè (õîòÿ ôîðìàëüíî ýòî îäíà è òà æå ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à è ðàçäåëåíèå íà ïàðàìåòðû è ïåðåìåííûå îïðåäåëÿåòñÿ ëîãèêîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè, à ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ðàçíèöà ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò).

Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé ïî ìåòîäàì îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé ïîñâÿùåíî ïåðåíîñó êëàññè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè (ñì., íàïðèìåð, [7,8]) íà íåéðîííûå ñåòè èëè ïîèñêó íîâûõ ðåäàêöèé ýòèõ ìåòîäîâ, áîëåå ñîîòâåòñòâóþùèõ îïèñàííûì îãðàíè÷åíèÿì - òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ìåòîä âèðòóàëüíûõ ÷àñòèö [5,6]. Ñóùåñòâóþò îáøèðíûå îáçîðû è êóðñû, ïîñâÿùåííûå îáó÷åíèþ íåéðîííûõ ñåòåé (íàïðèìåð, [9,10]). Íå áóäåì çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ íà îáçîðå ýòèõ ðàáîò - åñëè íàéäåí ãðàäèåíò, òî îñòàëüíîå ïðèëîæèòñÿ.

Ðàáîòà íàä ãëàâîé áûëà ïîääåðæàíà Êðàñíîÿðñêèì êðàåâûì ôîíäîì íàóêè, ãðàíò 6F0124.
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