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Âîçìîæíîñòè íåéðîííûõ ñåòåé





À.Í.Ãîðáàíü


Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð ÑÎ ÐÀÍ â ã.Êðàñíîÿðñêå�





1. Íåéðîáóì: ïîýçèÿ è ïðîçà íåéðîííûõ ñåòåé


Â ñëîâàõ «èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè» ñëûøàòñÿ îòçâóêè ôàíòàçèé îá àíäðîèäàõ è áóíòå ðîáîòîâ, î ìàøèíàõ, çàìåíÿþùèõ è èìèòèðóþùèõ ÷åëîâåêà. Ýòè ôàíòàçèè èíòåíñèâíî ïîääåðæèâàþòñÿ ìíîãèìè ðàçðàáîò÷èêàìè íåéðîñèñòåì: ðèñóåòñÿ íå î÷åíü îòäàëåííîå áóäóùåå, â êîòîðîì ðîáîòû îñâàèâàþò ðàçëè÷íûå âèäû ðàáîò, ïðîñòî íàáëþäàÿ çà ÷åëîâåêîì, à â áîëåå îòäàëåííîé ïåðñïåêòèâå – ÷åëîâå÷åñêîå ñîçíàíèå è ëè÷íîñòü ïåðåãðóæàþòñÿ â èñêóññòâåííóþ íåéðîííóþ ñåòü – ïîÿâëÿþòñÿ øàíñû íà âå÷íóþ æèçíü.


Ïîýòè÷åñêàÿ èãðà âîîáðàæåíèÿ âîâëåêàåò â ðàáîòó ìîëîäåæü, ïîýçèÿ ðåêëàìû ñîçäàåò íàó÷íóþ ìîäó è âëèÿåò íà ôèíàíñîâûå âëîæåíèÿ. Ìîæåòå ëè Âû ÷åòêî ðàçëè÷èòü, ãäå êîí÷àåòñÿ áåñêîðûñòíàÿ òâîð÷åñêàÿ èãðà è íà÷èíàåòñÿ ðåêëàìà? Ó ìåíÿ òàêîå îäíîçíà÷íîå ðàçëè÷åíèå íå ïîëó÷àåòñÿ: ýòî êàê âîïðîñ î èñêðåííîñòè – ìîæíî ñîìíåâàòüñÿ äàæå â ñâîåé ñîáñòâåííîé èñêðåííîñòè.


Èòàê: èãðà è ìîäà êàê âàæíûå äâèæóùèå ñèëû. 


Â ñëîâàõ «ìîäíîå íàó÷íîå íàïðàâëåíèå» ñëûøèòñÿ íå÷òî íåîäíîçíà÷íîå � òî ëè ïðåíåáðåæåíèå, ñìåøàííîå ñ çàâèñòüþ, òî ëè åùå ÷òî-òî. À âîîáùå, ìîäà â íàóêå – ýòî õîðîøî èëè ïëîõî? Äàäèì òðè îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ.


1. Ìîäà – ýòî õîðîøî! Êîãäà â íàóêå ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ ìîäà, òûñÿ÷è èññëåäîâàòåëåé, ãðóñòèâøèõ íàä ñòàðûìè òåìàìè, ïîðÿäêîì íàäîåâøèìè åùå ñî âðåìåíè ïèñàíèÿ äèññåðòàöèè, ñî ñâåæèì àçàðòîì áðîñàþòñÿ â äåëî. Íîâàÿ ìîäà ïîçâîëÿåò èì îñâîáîäèòüñÿ îò ëè÷íîé èñòîðèè.


Ìû âñå çàâèñèì îò ñâîåãî ïðîøëîãî, îò ïðèâû÷íûõ äåë è ïðèâû÷íûõ ìûñëåé. Òàê äàâàéòå æå ïðèâåòñòâîâàòü âñå, ÷òî îñâîáîæäàåò íàñ îò ýòîé çàâèñèìîñòè! Â íîâîé ìîäíîé îáëàñòè ïî÷òè íåò íàêîïëåííûõ ïðåèìóùåñòâ – âñå ðàâíû. Ýòî õîðîøî äëÿ ìîëîäåæè.


2. Ìîäà – ýòî ïëîõî! Îíà ïðîòèâîðå÷èò ãëóáèíå è òùàòåëüíîñòè íàó÷íîãî ïîèñêà. ×àñòî "íîâûå" ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïîãîíå çà ìîäîé, ñóòü âñåãî-íàâñåãî õîðîøî çàáûòûå ñòàðûå, äà åùå íåðåäêî è ïåðåâðàííûå. Ïîãîíÿ çà ìîäîé ðàñòëåâàåò, çàñòàâëÿåò ïåðåïèñûâàòü ñòàðûå ðàáîòû è â íîâîé ñëîâåñíîé óïàêîâêå âûäàâàòü èõ çà ñâîè. Ìîäà � èñòî÷íèê ñâåðõõàëòóðû. Ïðèìåðîâ òîìó – òûñÿ÷è.


"Ãåíèé – ýòî òåðïåíèå ìûñëè." Òàê äàâàéòå æå âñëåä çà Íüþòîíîì è äðóãèìè Âåëèêèìè êóëüòèâèðîâàòü â ñåáå ýòî òåðïåíèå. Íå áóäåì ïîääàâàòüñÿ ñîáëàçíó ìîäû.


3. Ìîäà â íàóêå – ýòî ýëåìåíò ðåàëüíîñòè. Òàê ïîâåëîñü âî âòîðîé ïîëîâèíå XX âåêà: íàóêà ñòàëà ìàññîâîé è â íåé ïîñòîÿííî âñïûõèâàþò âîëíû ìîäû. Ìîæíî ëè îòíîñèòüñÿ ê ðåàëüíîñòè ñ ïîçèöèé äîëæíîãî: òàê, äåñêàòü, äîëæíî áûòü, à ýòàê – íåò? Íàâåðíîå, ìîæíî, íî ýòî óæ òî÷íî íåïðîäóêòèâíî. Âîëíû ìîäû è ðåêëàìíûå êàìïàíèè ñòàëè ýëåìåíòîì îðãàíèçàöèè ìàññîâîé íàóêè è ñ ýòèì ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòüñÿ, íðàâèòñÿ íàì ýòî èëè íåò.


Íåéðîííûå ñåòè íûí÷å â ìîäå è ïîýòè÷åñêàÿ ðåêëàìà äåëàåò ñâîå äåëî, ïðèâëåêàåò âíèìàíèå. Íî ñòîèò ëè ñëåäîâàòü çà ìîäîé? Ðåñóðñû îãðàíè÷åíû – îñîáåííî ó íàñ, îñîáåííî òåïåðü. Âñå ðàâíî âñåãî íà âñåõ íå õâàòèò. È âîçíèêàþò âîïðîñû: 


íåéðîêîìïüþòåð – ýòî èíòåëëåêòóàëüíàÿ èãðóøêà èëè íîâàÿ òåõíè÷åñêàÿ ðåâîëþöèÿ?


÷òî íîâîãî è ïîëåçíîãî ìîæåò ñäåëàòü íåéðîêîìïüþòåð?


Çà ýòèìè âîïðîñàìè ñêðûòû äâà áàçîâûõ ïðåäïîëîæåíèÿ:


1) íà íîâûå èãðóøêè, äàæå âûñîêîèíòåëëåêòóàëüíûå, ñðåäñòâ íåò;


íåéðîêîìïüþòåð äîëæåí äîêàçàòü ñâîè íîâûå âîçìîæíîñòè – ñäåëàòü òî, ÷åãî íå ìîæåò ñäåëàòü îáû÷íàÿ ÝÂÌ, – èíà÷å íà íåãî íå ñòîèò òðàòèòüñÿ.


Ó ýíòóçèàñòîâ åñòü ñâîè ðåêëàìíûå ñïîñîáû îòâå÷àòü íà çàäàííûå âîïðîñû, ðèñóÿ ñâåòëûå ïîñëåçàâòðàøíèå ãîðèçîíòû. Íî âñå ýòî â áóäóùåì. À ñåé÷àñ? Îòâåòû ïàðàäîêñàëüíû:


íåéðîêîìïüþòåðû – ýòî íîâàÿ òåõíè÷åñêàÿ ðåâîëþöèÿ, êîòîðàÿ ïðèõîäèò ê íàì â âèäå èíòåëëåêòóàëüíîé èãðóøêè (âñïîìíèòå – è ïåðñîíàëüíûå ÝÂÌ áûëè ïðèäóìàíû äëÿ èãðû!);


äëÿ ëþáîé çàäà÷è, êîòîðóþ ìîæåò ðåøèòü íåéðîêîìïüþòåð, ìîæíî ïîñòðîèòü áîëåå ñòàíäàðòíóþ ñïåöèàëèçèðîâàííóþ ÝÂÌ, êîòîðàÿ ðåøèò åå íå õóæå, à ÷àùå âñåãî – äàæå ëó÷øå.


Çà÷åì æå òîãäà íåéðîêîìïüþòåðû? Âñòóïàÿ â òâîð÷åñêóþ èãðó, ìû íå ìîæåì çíàòü, ÷åì îíà êîí÷èòñÿ, èíà÷å ýòî íå Èãðà. Ïîýçèÿ è ðåêëàìà äàþò íàì ôàíòîì, ïðèçðàê ðåçóëüòàòà, ïîãîíÿ çà êîòîðûì � âàæíåéøàÿ ÷àñòü èãðû. Ñòîëü æå ïðèçðà÷íûìè ìîãóò îêàçàòüñÿ è ïðîçàè÷íûå îòâåòû � èãðà ìîæåò äàëåêî îò íèõ óâåñòè. Íî è îíè íåîáõîäèìû � òðóäíî áåãàòü ïî îáëàêàì è èëëþçèÿ ïðàêòè÷íîñòè ñòîëü æå âàæíà, ñêîëü è èëëþçèÿ âåëè÷èÿ. Âîò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ïðîçàè÷íûõ îòâåòîâ íà âîïðîñ «çà÷åì?» � ìîæíî âûáðàòü, ÷òî äëÿ Âàñ âàæíåå:


À. Íåéðîêîìïüþòåðû äàþò ñòàíäàðòíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ ìíîãèõ íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷. È íåâàæíî, ÷òî ñïåöèàëèçèðîâàííàÿ ìàøèíà ëó÷øå ðåøèò îäèí êëàññ çàäà÷. Âàæíåå, ÷òî îäèí íåéðîêîìïüþòåð ðåøèò è ýòó çàäà÷ó, è äðóãóþ, è òðåòüþ – è íå íàäî êàæäûé ðàç ïðîåêòèðîâàòü ñïåöèàëèçèðîâàííóþ ÝÂÌ – íåéðîêîìïüþòåð ñäåëàåò âñå ñàì è ïî÷òè íå õóæå.


Á. Âìåñòî ïðîãðàììèðîâàíèÿ – îáó÷åíèå. Íåéðîêîìïüþòåð ó÷èòñÿ – íóæíî òîëüêî ôîðìèðîâàòü ó÷åáíûå çàäà÷íèêè. Òðóä ïðîãðàììèñòà çàìåùàåòñÿ íîâûì òðóäîì – ó÷èòåëÿ (ìîæåò áûòü, íàäî ñêàçàòü – òðåíåðà èëè äðåññèðîâùèêà). Ëó÷øå ýòî èëè õóæå? Íè òî, íè äðóãîå. Ïðîãðàììèñò ïðåäïèñûâàåò ìàøèíå âñå äåòàëè ðàáîòû, ó÷èòåëü – ñîçäàåò "îáðàçîâàòåëüíóþ ñðåäó", ê êîòîðîé ïðèñïîñàáëèâàåòñÿ íåéðîêîìïüþòåð. Ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàáîòû.


Â. Íåéðîêîìïüþòåðû îñîáåííî ýôôåêòèâíû òàì, ãäå íóæíî ïîäîáèå ÷åëîâå÷åñêîé èíòóèöèè – äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ (óçíàâàíèÿ ëèö, ÷òåíèÿ ðóêîïèñíûõ òåêñòîâ), ïåðåâîäà ñ îäíîãî åñòåñòâåííîãî ÿçûêà íà äðóãîé è ò.ï. Èìåííî äëÿ òàêèõ çàäà÷ îáû÷íî òðóäíî ñî÷èíèòü ÿâíûé àëãîðèòì.


Ã. Ãèáêîñòü ñòðóêòóðû: ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè êîìáèíèðîâàòü ïðîñòûå ñîñòàâëÿþùèå íåéðîêîìïüþòåðîâ – íåéðîíû è ñâÿçè ìåæäó íèìè. Çà ñ÷åò ýòîãî íà îäíîé ýëåìåíòíîé áàçå è äàæå âíóòðè "òåëà" îäíîãî íåéðîêîìïüþòåðà ìîæíî ñîçäàâàòü ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûå ìàøèíû. Ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäíà íîâàÿ ïðîôåññèÿ – "íåéðîêîíñòðóêòîð" (êîíñòðóêòîð ìîçãîâ).


Ä. Íåéðîííûå ñåòè ïîçâîëÿþò ñîçäàòü ýôôåêòèâíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ âûñîêîïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðîâ. Äëÿ âûñîêîïàðàëëåëüíûõ ìàøèí õîðîøî èçâåñòíà ïðîáëåìà: êàê èõ ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü – êàê äîáèòüñÿ, ÷òîáû âñå ýëåìåíòû îäíîâðåìåííî è áåç ëèøíåãî äóáëèðîâàíèÿ âû÷èñëÿëè ÷òî-íèáóäü ïîëåçíîå? Ñîçäàâàÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèÿ íà áàçå íåéðîííûõ ñåòåé, ìîæíî äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó.


Åñëè ïåðåéòè ê åùå áîëåå ïðîçàè÷åñêîìó óðîâíþ ïîâñåäíåâíîé ðàáîòû, òî íåéðîííûå ñåòè � ýòî âñåãî-íàâñåãî ñåòè, ñîñòîÿùèå èç ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ � ôîðìàëüíûõ íåéðîíîâ. Çíà÷èòåëüíîå áîëüøèíñòâî ðàáîò ïî íåéðîèíôîðìàòèêå ïîñâÿùåíî ïåðåíîñó ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà òàêèå ñåòè.


ßäðîì èñïîëüçóåìûõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ èäåÿ î òîì, ÷òî íåéðîíû ìîæíî ìîäåëèðîâàòü äîâîëüíî ïðîñòûìè àâòîìàòàìè, à âñÿ ñëîæíîñòü ìîçãà, ãèáêîñòü åãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è äðóãèå âàæíåéøèå êà÷åñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ñâÿçÿìè ìåæäó íåéðîíàìè. Êàæäàÿ ñâÿçü ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñîâñåì ïðîñòîé ýëåìåíò, ñëóæàùèé äëÿ ïåðåäà÷è ñèãíàëà. Ïðåäåëüíûì âûðàæåíèåì ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü ëîçóíã: "ñòðóêòóðà ñâÿçåé – âñå, ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ – íè÷òî".


Ñîâîêóïíîñòü èäåé è íàó÷íî-òåõíè÷åñêîå íàïðàâëåíèå, îïðåäåëÿåìîå îïèñàííûì ïðåäñòàâëåíèåì î ìîçãå, íàçûâàåòñÿ êîííåêöèîíèçìîì (ïî-àíãèéñêè connection – ñâÿçü). Êàê âñå ýòî ñîîòíîñèòñÿ ñ ðåàëüíûì ìîçãîì? Òàê æå, êàê êàðèêàòóðà èëè øàðæ ñî ñâîèì ïðîòîòèïîì-÷åëîâåêîì � âåñüìà óñëîâíî. Ýòî íîðìàëüíî: âàæíî íå áóêâàëüíîå ñîîòâåòñòâèå æèâîìó ïðîòîòèïó, à ïðîäóêòèâíîñòü òåõíè÷åñêîé èäåè.


Ñ êîííåêöèîíèçìîì òåñíî ñâÿçàí ñëåäóþùèé áëîê èäåé:


1) îäíîðîäíîñòü ñèñòåìû (ýëåìåíòû îäèíàêîâû è ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòû, âñå îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ñâÿçåé);


2) íàäåæíûå ñèñòåìû èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ è "àíàëîãîâûé ðåíåññàíñ" – èñïîëüçîâàíèå ïðîñòûõ àíàëîãîâûõ ýëåìåíòîâ;


3) "ãîëîãðàôè÷åñêèå" ñèñòåìû – ïðè ðàçðóøåíèè ñëó÷àéíî âûáðàííîé ÷àñòè ñèñòåìà ñîõðàíÿåò ñâîè ïîëåçíûå ñâîéñòâà.


Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà ñâÿçåé äîñòàòî÷íî áîãàòà ïî ñâîèì âîçìîæíîñòÿì è äîñòàòî÷íî èçáûòî÷íà, ÷òîáû ñêîìïåíñèðîâàòü áåäíîñòü âûáîðà ýëåìåíòîâ, èõ íåíàäåæíîñòü, âîçìîæíûå ðàçðóøåíèÿ ÷àñòè ñâÿçåé.


Êîííåêöèîíèçì è ñâÿçàííûå ñ íèì èäåè îäíîðîäíîñòè, èçáûòî÷íîñòè è ãîëîãðàôè÷íîñòè åùå íè÷åãî íå ãîâîðÿò íàì î òîì, êàê æå òàêóþ ñèñòåìó íàó÷èòü ðåøàòü ðåàëüíûå çàäà÷è. Õîòåëîñü áû, ÷òîáû ýòî îáó÷åíèå îáõîäèëîñü íå ñëèøêîì äîðîãî.


Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî êîííåêöèîíèñòñêèå ñèñòåìû íå äîïóñêàþò ïðÿìîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òî åñòü ôîðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé ïî ÿâíûì ïðàâèëàì. Ýòî, îäíàêî, íå ñîâñåì òàê. Ñóùåñòâóåò áîëüøîé êëàññ çàäà÷: íåéðîííûå ñèñòåìû àññîöèàòèâíîé ïàìÿòè, ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè, ôèëüòðàöèè è äð., äëÿ êîòîðûõ ñâÿçè ôîðìèðóþòñÿ ïî ÿâíûì ôîðìóëàì. Íî åùå áîëüøå (ïî îáúåìó ñóùåñòâóþùèõ ïðèëîæåíèé) çàäà÷ òðåáóåò íåÿâíîãî ïðîöåññà. Ïî àíàëîãèè ñ îáó÷åíèåì æèâîòíûõ èëè ÷åëîâåêà ýòîò ïðîöåññ ìû òàêæå íàçûâàåì îáó÷åíèåì.


Îáó÷åíèå îáû÷íî ñòðîèòñÿ òàê: ñóùåñòâóåò çàäà÷íèê – íàáîð ïðèìåðîâ ñ çàäàííûìè îòâåòàìè. Ýòè ïðèìåðû ïðåäúÿâëÿþòñÿ ñèñòåìå. Íåéðîíû ïîëó÷àþò ïî âõîäíûì ñâÿçÿì ñèãíàëû – "óñëîâèÿ ïðèìåðà", ïðåîáðàçóþò èõ, íåñêîëüêî ðàç îáìåíèâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàííûìè ñèãíàëàìè è, íàêîíåö, âûäàþò îòâåò – òàêæå íàáîð ñèãíàëîâ. Îòêëîíåíèå îò ïðàâèëüíîãî îòâåòà øòðàôóåòñÿ. Îáó÷åíèå ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè øòðàôà êàê (íåÿâíîé) ôóíêöèè ñâÿçåé. Ïðèìåðíî ÷åòâåðòü íàøåé êíèãè ñîñòîèò â îïèñàíèè òåõíèêè òàêîé îïòèìèçàöèè è âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíûõ çàäà÷.


Íåÿâíîå îáó÷åíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñòðóêòóðà ñâÿçåé ñòàíîâèòñÿ "íåïîíÿòíîé" – íå ñóùåñòâóåò èíîãî ñïîñîáà åå ïðî÷èòàòü, êðîìå êàê çàïóñòèòü ôóíêöèîíèðîâàíèå ñåòè. Ñòàíîâèòñÿ ñëîæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ: "Êàê íåéðîííàÿ ñåòü ïîëó÷àåò ðåçóëüòàò?" – òî åñòü ïîñòðîèòü ïîíÿòíóþ ÷åëîâåêó ëîãè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ, âîñïðîèçâîäÿùóþ äåéñòâèÿ ñåòè.


 Ýòî ÿâëåíèå ìîæíî íàçâàòü "ëîãè÷åñêîé íåïðîçðà÷íîñòüþ" íåéðîííûõ ñåòåé, îáó÷åííûõ ïî íåÿâíûì ïðàâèëàì. Â ðàáîòå ñ ëîãè÷åñêè íåïðîçðà÷íûìè íåéðîííûìè ñåòÿìè èíîãäà îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ïðåäñòàâëåíèÿ, ðàçðàáîòàííûå â ïñèõîëîãèè è ïåäàãîãèêå, è îáðàùåíèå ñ îáó÷àåìîé ñåòüþ êàê ñ äðåññèðóåìîé çâåðóøêîé èëè ñ îáó÷àåìûì ìëàäåíöåì – ýòî åùå îäèí èñòî÷íèê èäåé. Âîçìîæíî, ñî âðåìåíåì âîçíèêíåò òàêàÿ îáëàñòü äåÿòåëüíîñòè – "íåéðîïåäàãîãèêà" – îáó÷åíèå èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé.


 Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè èñïîëüçîâàíèè íåéðîííûõ ñåòåé â ýêñïåðòíûõ ñèñòåìàõ íà PC âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü ïðî÷èòàòü è ëîãè÷åñêè ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü íàâûêè, âûðàáîòàííûå ñåòüþ. Â ãëàâå 9 îïèñàíû ñëóæàùèå äëÿ ýòîãî ìåòîäû êîíòðàñòèðîâàíèÿ – ïîëó÷åíèÿ íåÿâíûìè ìåòîäàìè ëîãè÷åñêè ïðîçðà÷íûõ íåéðîííûõ ñåòåé. Îäíàêî çà ëîãè÷åñêóþ ïðîçðà÷íîñòü ïðèõîäèòñÿ ïëàòèòü ñíèæåíèåì èçáûòî÷íîñòè, òàê êàê ïðè êîíòðàñòèðîâàíèè óäàëÿþòñÿ âñå ñâÿçè êðîìå ñàìûõ âàæíûõ, áåç êîòîðûõ çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ðåøåíà.


Èòàê, î÷åâèäíî íàëè÷èå äâóõ èñòî÷íèêîâ èäåîëîãèè íåéðîèíôîðìàòèêè. Ýòî ïðåäñòàâëåíèÿ î ñòðîåíèè ìîçãà è î ïðîöåññàõ îáó÷åíèÿ. Ñóùåñòâóþò ãðóïïû èññëåäîâàòåëåé è íàó÷íûå øêîëû, äëÿ êîòîðûõ ýòè èñòî÷íèêè èäåé èìåþò ñèìâîëè÷åñêîå, à èíîãäà äàæå ìèñòè÷åñêîå èëè òîòåìè÷åñêîå çíà÷åíèå. Íî ýòî âñå ïîýçèÿ, à ìû ïîêà ïåðåéäåì ê ïðîçå � ê èçó÷åíèþ ôîðìàëüíûõ íåéðîíîâ.





2. Ýëåìåíòû íåéðîííûõ ñåòåé


Äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ è óñòðîéñòâ â íåéðîèíôîðìàòèêå âûðàáîòàíà ñïåöèàëüíàÿ "ñõåìîòåõíèêà", â êîòîðîé ýëåìåíòàðíûå óñòðîéñòâà – ñóììàòîðû, ñèíàïñû, íåéðîíû è ò.ï. îáúåäèíÿþòñÿ â ñåòè, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷.


Èíòåðåñåí ñòàòóñ ýòîé ñõåìîòåõíèêè – äëÿ ìíîãèõ íà÷èíàþùèõ êàæåòñÿ íåîæèäàííûì, ÷òî íè â àïïàðàòíîé ðåàëèçàöèè íåéðîííûõ ñåòåé, íè â ïðîôåññèîíàëüíîì ïðîãðàììíîì îáåñïå÷åíèè âñå ýòè ýëåìåíòû âîâñå íå îáÿçàòåëüíî ðåàëèçóþòñÿ êàê îòäåëüíûå ÷àñòè èëè áëîêè. Èñïîëüçóåìàÿ â íåéðîèíôîðìàòèêå èäåàëüíàÿ ñõåìîòåõíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñîáûé ÿçûê äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé è èõ îáóæäåíèÿ. Ïðè ïðîãðàììíîé è àïïàðàòíîé ðåàëèçàöèè âûïîëíåííûå íà ýòîì ÿçûêå îïèñàíèÿ ïåðåâîäÿòñÿ íà ÿçûêè äðóãîãî óðîâíÿ, áîëåå ïðèãîäíûå äëÿ ðåàëèçàöèè.


Ñàìûé çàñëóæåííûé è, âåðîÿòíî, íàèáîëåå âàæíûé ýëåìåíò íåéðîñèñòåì – ýòî àäàïòèâíûé ñóììàòîð. Àäàïòèâíûé ñóììàòîð âû÷èñëÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà âõîäíîãî ñèãíàëà x íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ (. Íà ñõåìàõ áóäåì îáîçíà÷àòü åãî òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Àäàïòèâíûì íàçûâàåì åãî èç-çà íàëè÷èÿ âåêòîðà íàñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ (. Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ ïîëåçíî èìåòü ëèíåéíóþ íåîäíîðîäíóþ ôóíêöèþ âûõîäíûõ ñèãíàëîâ. Åå âû÷èñëåíèå òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ àäàïòèâíîãî ñóììàòîðà, èìåþùåãî n+1 âõîä è ïîëó÷àþùåãî íà 0-é âõîä ïîñòîÿííûé åäèíè÷íûé ñèãíàë (ðèñ. 2).


�


Ðèñ. 2. Íåîäíîðîäíûé àäàïòèâíûé ñóììàòîð





�


Ðèñ. 1. Àäàïòèâíûé ñóììàòîð.
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Ðèñ. 5. Ôîðìàëüíûé íåéðîí
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Ðèñ. 3. Íåëèíåé-íûé ïðåîáðàçîâà-òåëü ñèãíàëà.
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Ðèñ. 4. Òî÷êà âåòâëåíèÿ














Íåëèíåéíûé ïðåîáðàçîâàòåëü ñèãíàëà èçîáðàæåí íà ðèñ. 3. Îí ïîëó÷àåò ñêàëÿðíûé âõîäíîé ñèãíàë x è ïåðåâîäèò åãî â ((x).


Òî÷êà âåòâëåíèÿ ñëóæèò äëÿ ðàññûëêè îäíîãî ñèãíàëà ïî íåñêîëüêèì àäðåñàì (ðèñ. 4). Îíà ïîëó÷àåò ñêàëÿðíûé âõîäíîé ñèãíàë x è ïåðåäàåò åãî âñåì ñâîèì âûõîäàì. Ñòàíäàðòíûé ôîðìàëüíûé íåéðîí ñîñòàâëåí èç âõîäíîãî ñóììàòîðà, íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ è òî÷êè âåòâëåíèÿ íà âûõîäå (ðèñ. 5).


Ëèíåéíàÿ ñâÿçü � ñèíàïñ � îòäåëüíî îò ñóììàòîðîâ íå âñòðå÷àåòñÿ, îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ ðàññóæäåíèé áûâàåò óäîáíî âûäåëèòü ýòîò ýëåìåíò (ðèñ. 6). Îí óìíîæàåò âõîäíîé ñèãíàë x íà «âåñ ñèíàïñà» (. 





�


Ðèñ. 6. Ñèíàïñ.


Òàêæå áûâàåò ïîëåçíî «ïðèñîåäèíèòü» ñâÿçè íå êî âõîäíîìó ñóììàòîðó, à ê òî÷êå âåòâëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ýëåìåíò, äâîéñòâåííûé àäàïòèâíîìó ñóììàòîðó è íàçûâàåìûé «âûõîäíàÿ çâåçäà». Åãî âûõîäíûå ñâÿçè ïðîèçâîäÿò óìíîæåíèå ñèãíàëà íà ñâîè âåñà.


Èòàê, äàíî îïèñàíèå îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ ñîñòàâëÿþòñÿ íåéðîííûå ñåòè. 





3. Àðõèòåêòóðà íåéðîííûõ ñåòåé


Ïåðåéäåì òåïåðü ê âîïðîñó: êàê ìîæíî ñîñòàâëÿòü ýòè ñåòè? Ñòðîãî ãîâîðÿ, êàê óãîäíî, ëèøü áû âõîäû ïîëó÷àëè êàêèå-íèáóäü ñèãíàëû. Íî òàêîé ïðîèçâîë ñëèøêîì íåîáîçðèì, ïîýòîìó èñïîëüçóþò íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ àðõèòåêòóð, èç êîòîðûõ ïóòåì âûðåçàíèÿ ëèøíåãî èëè (ðåæå) äîáàâëåíèÿ ñòðîÿò áîëüøèíñòâî èñïîëüçóåìûõ ñåòåé.


Ñíà÷àëà ñëåäóåò äîãîâîðèòüñÿ î òîì, êàê áóäåò ñîãëàñîâàíà ðàáîòà ðàçëè÷íûõ íåéðîíîâ âî âðåìåíè. Êàê òîëüêî â ñèñòåìå âîçíèêàåò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà, âñòàåò âîïðîñ î ñèíõðîííîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Äëÿ ïðèâû÷íûõ íàì âñåì ïðîãðàììíûõ èìèòàòîðîâ íåéðîííûõ ñåòåé íà öèôðîâûõ ÝÂÌ òàêîãî âîïðîñà íåò òîëüêî èç-çà ñâîéñòâ îñíîâíîãî êîìïüþòåðà, íà êîòîðîì ðåàëèçóþòñÿ íåéðîííûå ñåòè. Äëÿ äðóãèõ ñïîñîáîâ ðåàëèçàöèè òàêîé âîïðîñ âåñüìà âàæåí. Âñå æå çäåñü è äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî íåéðîííûå ñåòè, ñèíõðîííî ôóíêöèîíèðóþùèå â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè: âñå íåéðîíû ñðàáàòûâàþò «ðàçîì».


Â çîîïàðêå íåéðîííûõ ñåòåé ìîæíî âûäåëèòü äâå áàçîâûõ àðõèòåêòóðû – ñëîèñòûå è ïîëíîñâÿçíûå ñåòè.
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Ðèñ. 7. Ñëîèñòàÿ ñåòü








Ñëîèñòûå ñåòè: íåéðîíû ðàñïîëîæåíû â íåñêîëüêî ñëîåâ (ðèñ. 7). Íåéðîíû ïåðâîãî ñëîÿ ïîëó÷àþò âõîäíûå ñèãíàëû, ïðåîáðàçóþò èõ è ÷åðåç òî÷êè âåòâëåíèÿ ïåðåäàþò íåéðîíàì âòîðîãî ñëîÿ. Äàëåå ñðàáàòûâàåò âòîðîé ñëîé è ò.ä. äî k-ãî ñëîÿ, êîòîðûé âûäàåò âûõîäíûå ñèãíàëû äëÿ èíòåðïðåòàòîðà è ïîëüçîâàòåëÿ. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, òî êàæäûé âûõîäíîé ñèãíàë i-ãî ñëîÿ ïîäàåòñÿ íà âõîä âñåõ íåéðîíîâ i+1-ãî. ×èñëî íåéðîíîâ â êàæäîì ñëîå ìîæåò áûòü ëþáûì è íèêàê çàðàíåå íå ñâÿçàíî ñ êîëè÷åñòâîì íåéðîíîâ â äðóãèõ ñëîÿõ. Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá ïîäà÷è âõîäíûõ ñèãíàëîâ: âñå íåéðîíû ïåðâîãî ñëîÿ ïîëó÷àþò êàæäûé âõîäíîé ñèãíàë. Îñîáîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè òðåõñëîéíûå ñåòè, â êîòîðûõ êàæäûé ñëîé èìååò ñâîå íàèìåíîâàíèå: ïåðâûé – âõîäíîé, âòîðîé – ñêðûòûé, òðåòèé – âûõîäíîé. 


Ïîëíîñâÿçíûå ñåòè: êàæäûé íåéðîí ïåðåäàåò ñâîé âûõîäíîé ñèãíàë îñòàëüíûì íåéðîíàì, âêëþ÷àÿ ñàìîãî ñåáÿ. Âûõîäíûìè ñèãíàëàìè ñåòè ìîãóò áûòü âñå èëè íåêîòîðûå âûõîäíûå ñèãíàëû íåéðîíîâ ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêòîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñåòè. Âñå âõîäíûå ñèãíàëû ïîäàþòñÿ âñåì íåéðîíàì.


Ýëåìåíòû ñëîèñòûõ è ïîëíîñâÿçíûõ ñåòåé ìîãóò âûáèðàòüñÿ ïî-ðàçíîìó. Ñóùåñòâóåò, âïðî÷åì, ñòàíäàðòíûé âûáîð – íåéðîí ñ àäàïòèâíûì íåîäíîðîäíûì ëèíåéíûì ñóììàòîðîì íà âõîäå (ðèñ. 5). 


Äëÿ ïîëíîñâÿçíîé ñåòè âõîäíîé ñóììàòîð íåéðîíà ôàêòè÷åñêè ðàñïàäàåòñÿ íà äâà: ïåðâûé âû÷èñëÿåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò âõîäíûõ ñèãíàëîâ ñåòè, âòîðîé – ëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò âûõîäíûõ ñèãíàëîâ äðóãèõ íåéðîíîâ, ïîëó÷åííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå. 


Ôóíêöèÿ àêòèâàöèè íåéðîíîâ (õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ) ( – íåëèíåéíûé ïðåîáðàçîâàòåëü, ïðåîáðàçóþùèé âûõîäíîé ñèãíàë ñóììàòîðà (ñì. ðèñ. 5) – ìîæåò áûòü îäíîé è òîé æå äëÿ âñåõ íåéðîíîâ ñåòè. Â ýòîì ñëó÷àå ñåòü íàçûâàþò îäíîðîäíîé (ãîìîãåííîé). Åñëè æå ( çàâèñèò åùå îò îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìåíÿþòñÿ îò íåéðîíà ê íåéðîíó, òî ñåòü íàçûâàþò íåîäíîðîäíîé (ãåòåðîãåííîé).


Ñîñòàâëåíèå ñåòè èç íåéðîíîâ ñòàíäàðòíîãî âèäà (ðèñ. 5) íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì. Ñëîèñòàÿ èëè ïîëíîñâÿçíàÿ àðõèòåêòóðû íå íàëàãàþò ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé íà ó÷àñòâóþùèå â íèõ ýëåìåíòû. Åäèíñòâåííîå æåñòêîå òðåáîâàíèå, ïðåäúÿâëÿåìîå àðõèòåêòóðîé ê ýëåìåíòàì ñåòè, ýòî ñîîòâåòñòâèå ðàçìåðíîñòè âåêòîðà âõîäíûõ ñèãíàëîâ ýëåìåíòà (îíà îïðåäåëÿåòñÿ àðõèòåêòóðîé) ÷èñëó åãî âõîäîâ. 


Åñëè ïîëíîñâÿçíàÿ ñåòü ôóíêöèîíèðóåò äî ïîëó÷åíèÿ îòâåòà çàäàííîå ÷èñëî òàêòîâ k, òî åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé k-ñëîéíîé ñåòè, âñå ñëîè êîòîðîé îäèíàêîâû è êàæäûé èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò òàêòó ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïîëíîñâÿçíîé ñåòè.


Ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ïîëíîñâÿçíîé è ñëîèñòîé ñåòÿìè âîçíèêàåò òîãäà, êîãäà ÷èñëî òàêòîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ çàðàíåå íå îãðàíè÷åíî – ñëîèñòàÿ ñåòü òàê ðàáîòàòü íå ìîæåò.





4. Ñóùåñòâóþò ëè ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ?


Âîïðîñ, âûíåñåííûé â çàãîëîâîê ðàçäåëà, åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè âîçìîæíîñòåé íåéðîííûõ ñåòåé. Èç ñõåì ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ âèäíî, ÷òî íåéðîííûå ñåòè âû÷èñëÿþò ëèíåéíûå ôóíêöèè, íåëèíåéíûå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî, à òàêæå âñåâîçìîæíûå ñóïåðïîçèöèè � ôóíêöèè îò ôóíêöèé, ïîëó÷àåìûå ïðè êàñêàäíîì ñîåäèíåíèè ñåòåé. ×òî ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òîëüêî òàêèå îïåðàöèè? Êàêèå ôóíêöèè óäàñòñÿ âû÷èñëèòü òî÷íî, à êàêèå ôóíêöèè ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü ñ ïîìîùüþ íåéðîííûõ ñåòåé? ×òîáû èçó÷èòü âîçìîæíîñòè íåéðîííûõ ñåòåé, íóæíî îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû.


Çàäàííûé âîïðîñ èìååò î÷åíü áîëüøóþ èñòîðèþ è çàâåäîìî ñòàðøå, ÷åì èññëåäîâàíèÿ èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé.


Êàêèå ôóíêöèè ìîæåò âû÷èñëÿòü ÷åëîâåê? Åñëè ìû óìååì ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü ÷èñëà, òî ìû ìîæåì òî÷íî âû÷èñëÿòü ìíîãî÷ëåíû è ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè (îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ) ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè îò ðàöèîíàëüíûõ æå àðãóìåíòîâ. 


Ìîæíî, îäíàêî, çàäàâàòü ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé. Åñëè ñ÷èòàòü ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ óðàâíåíèé èçâåñòíûìè, òî êëàññ âû÷èñëÿåìûõ ôóíêöèé ðàñøèðèòñÿ � ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ áîëåå îáùèõ óðàâíåíèé óäàñòñÿ âûðàçèòü ÷åðåç ýòè, áîëåå ïðîñòûå ôóíêöèè. 


Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð: åñëè èñïîëüçîâàòü ðàäèêàëû � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé xn=a, òî ìîæíî ÿâíî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ óðàâíåíèé 2-é, 3-é è 4-é ñòåïåíåé. Òàê, ôóíêöèÿ 3-õ ïåðåìåííûõ a, b, c � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ax2+bx+c=0 � ìîæåò áûòü òî÷íî âûðàæåíà ñ ïîìîùüþ ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ è ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî � êâàäðàòíîãî êîðíÿ.


Âîïðîñ: ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðàäèêàëîâ, áûë îêîí÷àòåëüíî è îòðèöàòåëüíî ðåøåí Àáåëåì è Ãàëóà � óæå óðàâíåíèÿ 5-é ñòåïåíè íåðàçðåøèìû â ðàäèêàëàõ. 


Âñå æå ìîæíî ïîäáèðàòü äðóãèå ïðîñòûå ôóíêöèè íåáîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ � ñëîæíåå, ÷åì ðàäèêàëû, íî ïðîùå, ÷åì îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âûñîêèõ ñòåïåíåé. Óäàñòñÿ ëè ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôóíêöèé ïîñòðîèòü ðåøåíèå ëþáîãî óðàâíåíèÿ? Âîïðîñ áûë íàñòîëüêî âàæåí, ÷òî Ãèëüáåðò â ñïèñêå ñâîèõ ïðîáëåì, êîòîðûå, ïî åãî ìíåíèþ, äîëæíû áûëè îïðåäåëÿòü ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè XX âåêà, ïîä íîìåðîì 13 ïîìåñòèë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:


Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëè êîðåíü óðàâíåíèÿ


x7+ax3+bx2+cx+1=0


(êàê ôóíêöèÿ êîýôôèöèåíòîâ) ñóïåðïîçèöèåé êàêèõ-ëèáî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ?


Äëÿ óðàâíåíèé 5-é è 6-é ñòåïåíè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âîçìîæíî íå òîëüêî ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíûõ, íî äàæå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.


Îêàçàëîñü ïîëåçíûì àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò óðàâíåíèé è ïîñòàâèòü îáùèé âîïðîñ: ìîæíî ëè ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ n ïåðåìåííûõ ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ñóïåðïîçèöèè èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ? Îòâåò îêàçàëñÿ ïîëîæèòåëüíûì! Â ñåðèè ðàáîò [1-3] À.Í.Êîëìîãîðîâ, çàòåì Â.È.Àðíîëüä è âíîâü À.Í.Êîëìîãîðîâ ðåøèëè ýòó ïðîáëåìó: ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ n ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ñóïåðïîçèöèè èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî.


Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà À.Í.Êîëìîãîðîâà [3] èç ýòîé ñåðèè íàñòîëüêî ïðîñòà è èçÿùíà, ÷òî ìû ÷óòü ïîçæå ïðèâåäåì åå öåëèêîì. À ïîêà � íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î óñëîâèÿõ òåîðåìû.


Îò óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ìîæíî îòêàçàòüñÿ � òîãäà ïîëó÷èòñÿ äîâîëüíî òðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò ñâÿçàííûé, ïî ñóùåñòâó, ñ ðàâíîìîùíîñòüþ îòðåçêà è êóáà ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íåëüçÿ çíà÷èòåëüíî óñèëèòü: ñóùåñòâóþò àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå íå äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ. Áîëåå òîãî, âñå l ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèé ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ äèôôåðåíöèðóåìà [2l/3] ðàç è âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïîðÿäêà [2l/3] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà (âûðàæåíèå [2l/3] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà 2l/3). Ýòî äîêàçàíî À.Ã,Âèòóøêèíûì [4].


À òåïåðü � òåîðåìà Êîëìîãîðîâà, çàâåðøèâøàÿ ñåðèþ èññëåäîâàíèé äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé:


Êàæäàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ, çàäàííàÿ íà åäèíè÷íîì êóáå n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðåäñòàâèìà â âèäå


�EMBED Equation.3���			(1)


ãäå ôóíêöèè �EMBED Equation.3��� íåïðåðûâíû, à ôóíêöèè �EMBED Equation.3���, êðîìå òîãî, åùå è ñòàíäàðòíû, ò.å. íå çàâèñÿò îò âûáîðà ôóíêöèè f. 


Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ x, y ïðåäñòàâèìà â âèäå 


�EMBED Equation.3���				(2)


Äîêàçàòåëüñòâî íàñòîëüêî ïðîñòî, èçÿùíî è ïîó÷èòåëüíî, ÷òî ìû ïðèâåäåì åãî ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ äëÿ ñëó÷àÿ n=2, ñëåäóÿ èçëîæåíèþ Â.È.Àðíîëüäà [5]. Âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (2) äîêàçûâàåòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ.


1. "Âíóòðåííèå" ôóíêöèè �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3��� ïðåäñòàâëåíèÿ (2) ñîâåðøåííî íå çàâèñÿò îò ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè �EMBED Equation.3���.


Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ. Ðàññìîòðèì èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 8 "ãîðîä" –ñèñòåìó îäèíàêîâûõ "êâàðòàëîâ" (íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ êâàäðàòîâ), ðàçäåëåííûõ óçêèìè "óëèöàìè" îäíîé è òîé æå øèðèíû. Óìåíüøèì ãîìîòåòè÷íî íàø "ãîðîä" â �EMBED Equation.3��� ðàç; çà öåíòð ãîìîòåòèè ìîæíî ïðèíÿòü, íàïðèìåð, òî÷êó �EMBED Equation.3��� – ìû ïîëó÷èì íîâûé" ãîðîä", êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü "ãîðîäîì ðàíãà 2". "Ãîðîä ðàíãà 3" òî÷íî òàêæå ïîëó÷àåòñÿ èç "ãîðîäà ðàíãà 2" ãîìîòåòè÷íûì óìåíüøåíèåì ñ êîýôôèöèåíòîì ãîìîòåòèè �EMBED Equation.3���; "ãîðîä ðàíãà 4" ïîëó÷àåòñÿ ãîìîòåòè÷íûì óìåíüøåíèåì â �EMBED Equation.3��� ðàç "ãîðîäà ðàíãà 3" è ò.ä. Âîîáùå "ãîðîä ðàíãà �EMBED Equation.3���" ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî "ãîðîäà" (êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü "ãîðîäîì ïåðâîãî ðàíãà") ãîìîòåòè÷íûì óìåíüøåíèåì â �EMBED Equation.3��� ðàç (ñ öåíòðîì ãîìîòåòèè â �EMBED Equation.3���; âïðî÷åì, âûáîð öåíòðà ãîìîòåòèè íå ñóùåñòâåíåí äëÿ äàëüíåéøåãî).





�


Ïîñòðîåííóþ ñèñòåìó "ãîðîäîâ" ìû íàçîâåì 1-é ñèñòåìîé. "Ãîðîä ïåðâîãî ðàíãà �EMBED Equation.3���-é ñèñòåìû" (�EMBED Equation.3���) ïîëó÷àåòñÿ èç èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 8 "ãîðîäà" ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ñîâìåùàþùåãî òî÷êó �EMBED Equation.3��� ñ òî÷êîé �EMBED Equation.3���. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî "óëèöû" "ãîðîäà" ìîæíî âûáðàòü íàñòîëüêî óçêèìè, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè áóäåò ïîêðûòà ïî êðàéíåé ìåðå òðåìÿ êâàðòàëàìè íàøèõ ïÿòè "ãîðîäîâ ïåðâîãî ðàíãà". Òî÷íî òàê æå "ãîðîä �EMBED Equation.3���-ãî ðàíãà" �EMBED Equation.3���-é ñèñòåìû (�EMBED Equation.3���) ïîëó÷àåòñÿ èç "ãîðîäà �EMBED Equation.3���-ãî ðàíãà 1-é ñèñòåìû" ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, ïåðåâîäÿùèì òî÷êó �EMBED Equation.3��� â òî÷êó �EMBED Equation.3���, ãäå �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3��� ïîëó÷àþòñÿ èç òî÷åê �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3��� ãîìîòåòèåé, ïåðåâîäÿùåé "ãîðîä ïåðâîãî ðàíãà" 1-é ñèñòåìû (ò.å. íàø èñõîäíûé "ãîðîä") â "ãîðîä �EMBED Equation.3���-ãî ðàíãà" òîé æå ñèñòåìû; ïðè ýòîì êàæäàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè áóäåò ïðèíàäëåæàòü êâàðòàëàì ïî êðàéíåé ìåðå òðåõ èç ïÿòè "ãîðîäîâ" ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà �EMBED Equation.3���.


Ôóíêöèþ 


�EMBED Equation.3��� (�EMBED Equation.3���)


ìû îïðåäåëèì òåïåðü òàê, ÷òîáû îíà ðàçäåëÿëà ëþáûå äâà "êâàðòàëà" êàæäîãî "ãîðîäà" ñèñòåìû �EMBED Equation.3���, ò.å. ÷òîáû ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ �EMBED Equation.3��� íà îïðåäåëåííîì "êâàðòàëå" "ãîðîäà �EMBED Equation.3���-ãî ðàíãà" (çäåñü �EMBED Equation.3���– ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî) �EMBED Equation.3���-é ñèñòåìû, íå ïåðåñåêàëîñü ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ �EMBED Equation.3��� íà ëþáîì äðóãîì "êâàðòàëå" òîãî æå "ãîðîäà". Ïðè ýòîì íàì, ðàçóìååòñÿ, áóäåò äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ �EMBED Equation.3��� íà åäèíè÷íîì êâàäðàòå (à íå íà âñåé ïëîñêîñòè).


Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ �EMBED Equation.3��� ðàçäåëÿëà "êâàðòàëû" "ãîðîäà ïåðâîãî ðàíãà", ìîæíî ïîòðåáîâàòü, íàïðèìåð, ÷òîáû �EMBED Equation.3��� íà ïðîåêöèÿõ "êâàðòàëîâ" "ãîðîäà" íà îñü �EMBED Equation.3��� âåñüìà ìàëî îòëè÷àëàñü îò ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë, à �EMBED Equation.3��� íà ïðîåêöèÿõ “êâàðòàëîâ” íà îñü �EMBED Equation.3��� âåñüìà ìàëî îòëè÷àëàñü îò ðàçëè÷íûõ êðàòíûõ �EMBED Equation.3��� (èáî �EMBED Equation.3��� ïðè öåëûõ �EMBED Equation.3���, ëèøü åñëè �EMBED Equation.3���). Ïðè ýòîì íàëîæåííûå óñëîâèÿ íå îïðåäåëÿþò ïîêà åùå, ðàçóìååòñÿ, ôóíêöèé �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3��� (íà "óëèöàõ" ôóíêöèÿ �EMBED Equation.3��� âîîáùå ïîêà ìîæåò çàäàâàòüñÿ ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíî); èñïîëüçóÿ ýòî, ìîæíî ïîäîáðàòü ãðàíèöû çíà÷åíèé �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3��� íà "êâàðòàëàõ" "ãîðîäà âòîðîãî ðàíãà" òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ �EMBED Equation.3��� ðàçäåëÿëà íå òîëüêî "êâàðòàëû" "ãîðîäà 1-ãî ðàíãà", íî è “êâàðòàëû” "ãîðîäà 2-ãî ðàíãà". Íàìå÷åííóþ ïðîãðàììó ìîæíî îñóùåñòâèòü, åñëè �EMBED Equation.3��� äîñòàòî÷íî âåëèêî (òàê ÷òî êâàðòàëû ïîñëåäóþùèõ ðàíãîâ íå ñîåäèíÿþò êâàðòàëû ïðåäûäóùèõ). À.Í. Êîëìîãîðîâ âûáðàë �EMBED Equation.3���. Ïðèâëåêàÿ ïîäîáíûì æå îáðàçîì ê ðàññìîòðåíèþ "ãîðîäà" ïîñëåäóþùèõ ðàíãîâ è óòî÷íÿÿ êàæäûé ðàç çíà÷åíèÿ ôóíêöèé �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3���, ìû â ïðåäåëå ïîëó÷èì íåïðåðûâíûå ôóíêöèè �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3��� (ìîæíî äàæå ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îíè áûëè ìîíîòîííûìè), óäîâëåòâîðÿþùèå ïîñòàâëåííûì óñëîâèÿì.


2. Ôóíêöèè �EMBED Equation.3��� ðàçëîæåíèÿ (2), íàïðîòèâ òîãî, ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò èñõîäíîé ôóíêöèè �EMBED Equation.3���.


Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé äîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ëþáóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ �EMBED Equation.3��� äâóõ ïåðåìåííûõ �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3���, çàäàííóþ íà åäèíè÷íîì êâàäðàòå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 


�EMBED Equation.3���			(3)


ãäå �EMBED Equation.3��� – ôóíêöèè, ïîñòðîåííûå âûøå, è 


�EMBED Equation.3���, 			(3à)


 �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���. 			(3á)


Âûáåðåì ðàíã �EMBED Equation.3��� ñòîëü áîëüøèì, ÷òîáû êîëåáàíèå (ò.å. ðàçíîñòü íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé) ôóíêöèè �EMBED Equation.3��� íà êàæäîì "êâàðòàëå" ëþáîãî èç "ãîðîäîâ ðàíãà �EMBED Equation.3���" íå ïðåâîñõîäèëî �EMBED Equation.3���; ýòî, ðàçóìååòñÿ, âîçìîæíî, òàê êàê ñ ðîñòîì ðàíãà �EMBED Equation.3��� ðàçìåðû " êâàðòàëîâ" óìåíüøàþòñÿ íåîãðàíè÷åííî. Äàëåå, ïóñòü �EMBED Equation.3��� – îïðåäåëåííûé "êâàðòàë" "ãîðîäà 1-é ñèñòåìû" (è âûáðàííîãî ðàíãà �EMBED Equation.3���); â òàêîì ñëó÷àå (íåïðåðûâíàÿ) ôóíêöèÿ �EMBED Equation.3��� ïðèíèìàåò íà ýòîì "êâàðòàëå" çíà÷åíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îïðåäåëåííîìó ñåãìåíòó �EMBED Equation.3��� ÷èñëîâîé îñè (ïðè÷åì â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè �EMBED Equation.3��� ýòîò ñåãìåíò íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñåãìåíòàìè çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ �EMBED Equation.3��� íà âñåõ äðóãèõ "êâàðòàëàõ"). Ïîëîæèì òåïåðü ôóíêöèþ �EMBED Equation.3��� íà ñåãìåíòå �EMBED Equation.3��� ïîñòîÿííîé, ðàâíîé �EMBED Equation.3��� çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìîãî ôóíêöèåé �EMBED Equation.3��� â êàêîé-ëèáî (áåçðàçëè÷íî êàêîé) âíóòðåííåé òî÷êå �EMBED Equation.3��� êâàðòàëà �EMBED Equation.3��� (ýòó òî÷êó ìîæíî íàçâàòü "öåíòðîì êâàðòàëà"). Òàêèì æå îáðàçîì ìû îïðåäåëèì ôóíêöèþ �EMBED Equation.3��� íà ëþáîì äðóãîì èç ñåãìåíòîâ, çàäàâàåìûõ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè �EMBED Equation.3��� íà "êâàðòàëàõ" "ãîðîäà �EMBED Equation.3���-ãî ðàíãà" 1-é ñèñòåìû; ïðè ýòîì âñå çíà÷åíèÿ �EMBED Equation.3��� áóäóò ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèòü �EMBED Equation.3��� (èáî çíà÷åíèå �EMBED Equation.3��� â "öåíòðå" ëþáîãî "êâàðòàëà" ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò �EMBED Equation.3���). Äîîïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèþ �EMBED Equation.3��� ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà �EMBED Equation.3���, ïðè êàêèõ îíà åùå íå îïðåäåëåíà, ïðîèçâîëüíî, ñ òåì ëèøü, ÷òîáû îíà áûëà íåïðåðûâíà è ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî (3á); ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì è âñå îñòàëüíûå ôóíêöèè �EMBED Equation.3��� (�EMBED Equation.3���).


Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðàçíîñòü 


 �EMBED Equation.3����óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3à), ò.å. ÷òî 


 �EMBED Equation.3���,�ãäå �EMBED Equation.3��� – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà åäèíè÷íîãî êâàäðàòà. Ýòà òî÷êà (êàê è âñå òî÷êè ïëîñêîñòè) ïðèíàäëåæèò ïî êðàéíåé ìåðå òðåì êâàðòàëàì "ãîðîäîâ ðàíãà �EMBED Equation.3���"; ïîýòîìó çàâåäîìî íàéäóòñÿ òàêèå òðè èç ïÿòè ôóíêöèé �EMBED Equation.3���, êîòîðûå ïðèíèìàþò â òî÷êå �EMBED Equation.3��� çíà÷åíèå, ðàâíîå �EMBED Equation.3��� çíà÷åíèÿ �EMBED Equation.3��� â "öåíòðå" ñîîòâåòñòâóþùåãî "êâàðòàëà", ò.å. îòëè÷àþùååñÿ îò �EMBED Equation.3��� íå áîëåå ÷åì íà �EMBED Equation.3��� (èáî êîëåáàíèå �EMBED Equation.3��� íà êàæäîì êâàðòàëå íå ïðåâîñõîäèò �EMBED Equation.3���); ñóììà ýòèõ òðåõ çíà÷åíèé �EMBED Equation.3��� áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò �EMBED Equation.3��� ïî ìîäóëþ íå áîëåå ÷åì íà �EMBED Equation.3���. À òàê êàê êàæäîå èç îñòàâøèõñÿ äâóõ ÷èñåë �EMBED Equation.3��� â ñèëó (3) ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò �EMBED Equation.3��� òî ìû ïîëó÷àåì:


�EMBED Equation.3���,�÷òî è äîêàçûâàåò (3à).


 Ïðèìåíèì òåïåðü òî æå ðàçëîæåíèå (3) ê âõîäÿùåé â (3) ôóíêöèè �EMBED Equation.3���; ìû ïîëó÷èì:


 �EMBED Equation.3����èëè


�EMBED Equation.3���,�ãäå


�EMBED Equation.3��� 


è �EMBED Equation.3��� (�EMBED Equation.3���).


Çàòåì ìû ïðèìåíèì ðàçëîæåíèå (3) ê ïîëó÷åííîé ôóíêöèè �EMBED Equation.3��� è ò.ä.; ïîñëå �EMBED Equation.3���-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ìû áóäåì èìåòü:


�EMBED Equation.3��� 


�EMBED Equation.3���,


 ãäå


 �EMBED Equation.3���


è


 �EMBED Equation.3��� (�EMBED Equation.3���).


Ïîñëåäíèå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè �EMBED Equation.3��� ïîëó÷èì:


�EMBED Equation.3���


�EMBED Equation.3���


ãäå ñòîÿùèé ñïðàâà áåñêîíå÷íûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî; òàêæå è êàæäûé èç ïÿòè ðÿäîâ


 �EMBED Equation.3��� (�EMBED Equation.3���) �ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, ÷òî ïîçâîëÿåò ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ


 �EMBED Equation.3��� (�EMBED Equation.3���).


Èòàê, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:


�EMBED Equation.3��� ,�òî åñòü òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå (2).


Äî ñèõ ïîð ðå÷ü øëà î òî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî. Îêàçàëîñü, ÷òî â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âîçìîæíî. Íî êðîìå âîïðîñà î òî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ñóùåñòâóåò åùå îäèí � îá àïïðîêñèìàöèè. Ìîæíî äàæå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îí âàæíåå � âû÷èñëåíèå áîëüøèíñòâà ôóíêöèé ïðîèçâîäèòñÿ ïðèáëèæåííî äàæå ïðè íàëè÷èè «òî÷íûõ» ôîðìóë.


Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè è ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè èìååò èñòîðèþ, åùå áîëåå äàâíþþ, ÷åì ïðîáëåìà òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà óòâåðæäàåò, ÷òî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ �EMBED Equation.3��� íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå Q ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîëèíîìîâ: äëÿ ëþáîãî (>0 ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí �EMBED Equation.3���, ÷òî 


�EMBED Equation.3���.


×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îáîáùåíèÿ è óñèëåíèÿ òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê íåñêîëüêî áîëåå àáñòðàêòíîìó ÿçûêó. Ðàññìîòðèì êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî X è àëãåáðó C(X) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà X ñ âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.


Ñèëüíûì îáîáùåíèåì òåîðåìû î âîçìîæíîñòè ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ñòîóíà [6,7]:


Ïóñòü E(C(X) � çàìêíóòàÿ ïîäàëãåáðà â C(X), 1(E è ôóíêöèè èç E ðàçäåëÿþò òî÷êè â X (òî åñòü äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ x,y(X ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ g(E, ÷òî g(x)(g(y)). Òîãäà E=C(X).


Òåîðåìà Ñòîóíà îáîáùàåò òåîðåìó Âåéåðøòðàññà ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì. Âî-ïåðâûõ, ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè íà ïðîèçâîëüíîì êîìïàêòå, à íå òîëüêî ôóíêöèè ìíîãèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Âî-âòîðûõ, äîêàçàíî óòâåðæäåíèå, íîâîå äàæå äëÿ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî (íå ãîâîðÿ óæå î ìíîãèõ): ïëîòíî íå òîëüêî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, íî âîîáùå êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò ëþáîãî íàáîðà ôóíêöèé, ðàçäåëÿþùèõ òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíî ìíîæåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé âèäà exp[-(x-x0,Q(x-x0))], ãäå (x,Qx) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà è äð.


Äàí ðåöåïò êîíñòðóèðîâàíèÿ òàêèõ îáîáùåíèé: äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé íàáîð ôóíêöèé, ðàçäåëÿþùèõ òî÷êè, ïîñòðîèòü êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò íèõ � è ïîëó÷èì ïëîòíîå â C(X) ìíîæåñòâî ôóíêöèé.


Ðàçëîæåíèÿ ïî îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì ôóíêöèé (ðÿäû Ôóðüå è èõ ìíîãî÷èñëåííûå îáîáùåíèÿ) íå äàþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðàçëàãàåìûõ ôóíêöèé � êàê ïðàâèëî, ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ëèøü ìîíîòîííîå ñòðåìëåíèå ê íóëþ èíòåãðàëà êâàäðàòà îñòàòêà «ôóíêöèÿ ìèíóñ ïðèáëèæåíèå» ñ êàêîé-ëèáî ïîëîæèòåëüíîé âåñîâîé ôóíêöèåé. Âñå æå, îáðàùàÿñü ê çàäà÷å àïïðîêñèìàöèè, íåëüçÿ çàáûâàòü îá îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèÿõ. Äëÿ ðÿäà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïðîñòîòà ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ âàæíåå, ÷åì îòñóòñòâèå ãàðàíòèðîâàííîé ðàâíîìåðíîñòè ïðèáëèæåíèÿ.


Òàê ñóùåñòâóþò ëè ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ? Â êàêîì-òî ñìûñëå � äà, â êàêîì-òî � íåò. Âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ îïåðàöèé è ñóïåðïîçèöèè. Òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè è àíàëèòè÷íîñòè ñóùåñòâåííî óñëîæíÿþò âîïðîñ. Íà ýòîì ôîíå ñîâåðøåííî íåîæèäàííî âûãëÿäèò òîò ôàêò, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç îäíîãî ïðîèçâîëüíîãî íåëèíåéíîãî ìíîãî÷ëåíà îò îäíîãî ïåðåìåííîãî ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ îïåðàöèé è ñóïåðïîçèöèè. Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò äàíî â ðàçäåëå 6.





5. Óíèâåðñàëüíûå àïïðîêñèìàöèîííûå ñïîñîáíîñòè ïðîèçâîëüíîé íåëèíåéíîñòè è îáîáùåííàÿ òåîðåìà Ñòîóíà 


Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ ìíîæåñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ëþáîé íåëèíåéíîé îïåðàöèè (à íå òîëüêî äëÿ êîëåö), äîêàçàíà îáîáùåííàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ òåîðåìà Ñòîóíà. Ýòî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê óòâåðæäåíèå î óíèâåðñàëüíûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ âîçìîæíîñòÿõ ïðîèçâîëüíîé íåëèíåéíîñòè: ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ îïåðàöèé è êàñêàäíîãî ñîåäèíåíèÿ ìîæíî èç ïðîèçâîëüíîãî íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà ïîëó÷èòü óñòðîéñòâî, âû÷èñëÿþùåå ëþáóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.


Ðàññìîòðèì êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî X è àëãåáðó C(X) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà X ñ âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.


Êðîìå àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè è èõ îáîáùåíèÿìè èç êîëåö ôóíêöèé, ðàçäåëÿþùèõ òî÷êè, â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå áîëüøåå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèþ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ îïåðàöèé è ñóïåðïîçèöèé ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî. Òàêîå ïðèáëèæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûìè ôîðìàëüíûìè "óñòðîéñòâàìè" – íåéðîííûìè ñåòÿìè. Êàæäàÿ ñåòü ñîñòîèò èç ôîðìàëüíûõ íåéðîíîâ. Íåéðîí ïîëó÷àåò íà âõîäå âåêòîð ñèãíàëîâ x, âû÷èñëÿåò åãî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîð âåñîâ ( è íåêîòîðóþ ôóíêöèþ îäíîãî ïåðåìåííîãî ((x,(). Ðåçóëüòàò ðàññûëàåòñÿ íà âõîäû äðóãèõ íåéðîíîâ èëè ïåðåäàåòñÿ íà âûõîä. Òàêèì îáðàçîì, íåéðîííûå ñåòè âû÷èñëÿþò ñóïåðïîçèöèè ïðîñòûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî è èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé.


Äîêàçàí ðÿä òåîðåì [8-10] îá àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íåéðîííûìè ñåòÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàêòè÷åñêè ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî. Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé è äîêàæåì îáîáùåííóþ òåîðåìó Ñòîóíà, åñòåñòâåííûì îáðàçîì îõâàòûâàþùóþ è êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Ñòîóíà, è àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñóïåðïîçèöèÿìè è ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî.


×òîáû ïîëó÷èòü òðåáóåìîå îáîáùåíèå, ïåðåéäåì îò ðàññìîòðåíèÿ êîëåö ôóíêöèé ê èçó÷åíèþ èõ àëãåáð, çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåëèíåéíîé óíàðíîé îïåðàöèè. 


Ïóñòü E(C(X) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, C(R) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà äåéñòâèòåëüíîé îñè R, f(Ñ(R) � íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ è äëÿ ëþáîãî g(E âûïîëíåíî f(g)(E. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî E çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî íåëèíåéíîé óíàðíîé îïåðàöèè f.


Î÷åâèäíûé ïðèìåð: ìíîæåñòâî ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ìîæíî òî÷íî ïðåäñòàâèòü, èñïîëüçóÿ çàäàííóþ ôóíêöèþ îäíîãî ïåðåìåííîãî è ëèíåéíûå ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî íåëèíåéíîé óíàðíîé îïåðàöèè f.


Çàìå÷àíèå. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî E(C(X) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî íåëèíåéíîé îïåðàöèè f(x)=x2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.


Äåéñòâèòåëüíî, �EMBED Equation.3��� ïîýòîìó äëÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà E(C(X) çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî óíàðíîé îïåðàöèè f(x)=x2 ðàâíîñèëüíà çàìêíóòîñòè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé.


Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîìó çàìå÷àíèþ, òåîðåìà Ñòîóíà ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà òàê. 


Ïóñòü E(C(X) � çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â C(X), 1(E, ôóíêöèè èç E ðàçäåëÿþò òî÷êè â X è E çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî íåëèíåéíîé óíàðíîé îïåðàöèè f(x)=x2. Òîãäà E=C(X).


Íàøå îáîáùåíèå òåîðåìû Ñòîóíà ñîñòîèò â çàìåíå f(x)=x2 íà ïðîèçâîëüíóþ íåëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ. 


Òåîðåìà 1. Ïóñòü E(C(X) � çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â C(X), 1(E, ôóíêöèè èç E ðàçäåëÿþò òî÷êè â X è E çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî íåëèíåéíîé óíàðíîé îïåðàöèè f(C(R). Òîãäà E=C(X).


Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ p(C(R), ÷òî p(E)(E, òî åñòü äëÿ ëþáîãî g(E âûïîëíåíî: p(g)(E. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî PE. Îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:


1) PE � ïîëóãðóïïà îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé;


2) PE � çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â C(R) (â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ);


3) 1(PE è id(PE (id(x)(x).


4) PE âêëþ÷àåò õîòü îäíó íåïðåðûâíóþ íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ.


Äàëüíåéøåå ñëåäóåò èç òåîðåìû 2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ïîäãîòîâèòåëüíîé òåîðåìîé î ïîëóãðóïïàõ ôóíêöèé.


Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî P(C(R) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1-4. Òîãäà P=C(R).


Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òðè ëåììû. 


Ëåììà 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ñóùåñòâóåò äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ g(P, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ëèíåéíîé.


Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v(x)(C((R), v(x)=0 ïðè |x| >1, (Rv(x)dx=1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð îñðåäíåíèÿ


�EMBED Equation.3���


Äëÿ ëþáîãî (>0 âûïîëíåíî: �EMBED Equation.3���.


Äåéñòâèòåëüíî, f(x+y)(E äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî y (ò.ê. êîíñòàíòû ïðèíàäëåæàò E è E çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ îïåðàöèé è ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé). Èíòåãðàë �EMBED Equation.3���. ïðèíàäëåæèò E, òàê êàê E ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â C(R), à ýòîò èíòåãðàë � ïðåäåëîì êîíå÷íûõ ñóìì.


Ôóíêöèÿ �EMBED Equation.3���ïðèíàäëåæèò C((R) òàê êàê 


�EMBED Equation.3���


(íàïîìíèì, ÷òî v – ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì).


Ñóùåñòâóåò òàêîå (>0, ÷òî ôóíêöèÿ g=�EMBED Equation.3��� íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, ïîñêîëüêó �EMBED Equation.3��� ïðè ( (0, ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé çàìêíóòî, à f íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé. Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäïîëîæåíèÿõ ëåììû ñóùåñòâóåò íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ g(P(C((R), êîòîðóþ ìîæíî âûáðàòü â âèäå g=�EMBED Equation.3���


Ëåììà 2. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ñóùåñòâóåò äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ g(P, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ëèíåéíîé. Òîãäà ôóíêöèÿ q(x)=x2 ïðèíàäëåæèò P.


Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò òî÷êà x0, äëÿ êîòîðîé g(((x0)(0. Îáîçíà÷èì r(x)=2(g(x+x0)�g(x0)�xg((x0))/g(((x0). Î÷åâèäíî, ÷òî r(P, r(0)=0, r((0)=0, r(((0)=2, r(x)=x2+o(x2). Ïîýòîìó 


r(( x)/(2 ( x2 ïðè ( ( 0.


Ïîñêîëüêó P çàìêíóòî, ïîëó÷àåì: ôóíêöèÿ q(x)=x2 ïðèíàäëåæèò P.


Ëåììà 3. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ôóíêöèÿ q(x)=x2 ïðèíàäëåæèò P. Òîãäà P ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì – äëÿ ëþáûõ f,g(P èõ ïðîèçâåäåíèå fg(P.


Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, �EMBED Equation.3���è, òàê êàê P çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè è ëèíåéíûõ îïåðàöèé, òî fg(P.


Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 çàêàí÷èâàåòñÿ îáðàùåíèåì ê êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè: èç ëåìì 1-3 ñëåäóåò, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 P ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì è, â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæèò âñå ìíîãî÷ëåíû (êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç 1 è id ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ è ëèíåéíûõ îïåðàöèé). Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P=C(R).


Òåîðåìû 1,2 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê óòâåðæäåíèÿ î óíèâåðñàëüíûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâàõ ëþáîé íåëèíåéíîñòè: ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ îïåðàöèé è êàñêàäíîãî ñîåäèíåíèÿ ìîæíî èç ïðîèçâîëüíûõ íåëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷èòü ëþáîé òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.





6. Òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ îäíîãî ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà îò îäíîãî ïåðåìåííîãî, ëèíåéíûõ îïåðàöèé è ñóïåðïîçèöèè


Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ ïîëóãðóïïû ïîëèíîìîâ îò îäíîãî ïåðåìåííîãî îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè òàêàÿ ïîëóãðóïïà ñîäåðæèò âñå ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè è õîòÿ áû îäèí – áîëåå âûñîêîé, òî îíà âêëþ÷àåò âñå ìíîãî÷ëåíû. Íà îñíîâàíèè ýòîãî ôàêòà äîêàçàíî, ÷òî âñåãäà âîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ìíîãî÷ëåí îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñóïåðïîçèöèÿìè ïðîèçâîëüíîãî íåëèíåéíîãî ìíîãî÷ëåíà îò îäíîãî ïåðåìåííîãî è ëèíåéíûõ ôóíêöèé.


Âåðíåìñÿ ê êëàññè÷åñêîìó âîïðîñó î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ñëåäóåò åùå ðàç çàìåòèòü, ÷òî êëàññè÷åñêèõ âîïðîñà ñóùåñòâóåò íå îäèí, à äâà:


1. Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ?


2. Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü ñêîëü óãîäíî òî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ áîëåå ïðîñòûõ ôóíêöèé è îïåðàöèé?


Â ðàìêàõ ïåðâîãî âîïðîñà îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êîíñòðóêöèè, â êîòîðûõ äëÿ òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåòñÿ îäèí è òîò æå íàáîð ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî.


Òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòè ôóíêöèè äîëæíû èìåòü âåñüìà ñïåöèàëüíûé è äîâîëüíî ýêçîòè÷åñêèé âèä, íàïðèìåð, êàê â îáñóæäàâøåéñÿ âûøå òåîðåìå Êîëìîãîðîâà, ãäå èñïîëüçîâàëèñü ñóùåñòâåííî íåãëàäêèå ôóíêöèè.


Íàïðîòèâ, ñâîáîäà â âûáîðå ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîãî âîïðîñà ïðè òîì æå ñàìîîãðàíè÷åíèè ( îäèí íàáîð ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî � äëÿ ïðèáëèæåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ) î÷åíü âåëèêà. Äëÿ ýòîãî, êàê ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðàêòè÷åñêè ëþáóþ íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ è äîñòàòî÷íî âñåãî îäíîé. 


Äàëåå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïåðâîìó âîïðîñó (òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå). Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî òî÷íî ïðåäñòàâèòü ëþáîé ìíîãî÷ëåí îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèé ïðîèçâîëüíîãî íåëèíåéíîãî ìíîãî÷ëåíà îò îäíîãî ïåðåìåííîãî è ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Ñëåäîâàòåëüíî îñîáåííîé ïðîïàñòè ìåæäó 1-ì è 2-ì âîïðîñîì íå ñóùåñòâóåò. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîáóäèëî íàñ âêëþ÷èòü â êíèãó äàííûé ðàçäåë.


Ïóñòü R[X] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîãî ïåðåìåííîãî íàä ïîëåì R, E(R[X] � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íàä R.


Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè E çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè ìíîãî÷ëåíîâ, ñîäåðæèò âñå ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè è õîòÿ áû îäèí ìíîãî÷ëåí p(x) ñòåïåíè m>1, òî E=R[X].


Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà p((x)=p(x+1)�p(x) ðàâíà m�1, è p((x)(E, òàê êàê E ñîäåðæèò ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè (ïîýòîìó x+1(E), çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè (ïîýòîìó p(x+1)(E) è ëèíåéíûõ îïåðàöèé (ïîýòîìó p((x)(E).


Åñëè m>2, òî ïîíèæàåì ñòåïåíü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ïåðåõîäèì ê p(, p(( è ò.ä.), ïîêà íå ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè. Âû÷èòàÿ èç íåãî ëèíåéíóþ ÷àñòü è óìíîæàÿ íà êîíñòàíòó, ïîëó÷àåì: x2(E. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî f(E èìååì f2(E (ò.ê. E � ïîëóãðóïïà). Äàëüíåéøåå î÷åâèäíî: êàê íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëîñü âûøå, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ f,g(E èõ ïðîèçâåäåíèå fg(E à ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè ïîðîæäàåòñÿ âñå êîëüöî R[X].


Ïåðåéäåì ê çàäà÷å ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷èì R[X1, ..., Xn] êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì R.


Äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà îò îäíîãî ïåðåìåííîãî ââåäåì ìíîæåñòâî òåõ ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûå ìîæíî âûðàçèòü ñ åãî ïîìîùüþ, èñïîëüçóÿ ñóïåðïîçèöèè è ëèíåéíûå ôóíêöèè. Ïóñòü p – ìíîãî÷ëåí îò îäíîãî ïåðåìåííîãî, Ep[X1, ..., Xn] – ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü èç p è ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè, ïðèíàäëåæàùèõ R[X1, ..., Xn], ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè, ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.


Ñëåäóþùèå äâà ïðåäëîæåíèÿ äàþò óäîáíóþ äëÿ äàëüíåéøåãî õàðàêòåðèçàöèþ Ep[X1, ..., Xn] è ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.


Ïðåäëîæåíèå 2. Ìíîæåñòâî Ep[X1, ..., Xn] ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä R è äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà g(x1, ... ,xn) èç Ep[X1, ..., Xn] p(g(x1, ... ,xn))(Ep[X1, ..., Xn].


Ïðåäëîæåíèå 3.Äëÿ äàííîãî p ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L(R[X1, ..., Xn], ñîäåðæàùèõ âñå ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ


åñëè g(x1, ... ,xn)(L, òî p(g(x1, ... ,xn))(L,


çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèé. Ìèíèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòîì ýòîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ Ep[X1, ..., Xn].


Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà E(R[X1, ..., Xn] ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ óíàðíûõ îïåðàöèé, êîòîðûå ïåðåâîäÿò ýëåìåíòû E â ýëåìåíòû E:


PE={p(R[X] | p(g(x1, ... ,xn))(E äëÿ ëþáîãî g(x1, ... ,xn)(E}.


Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà E(R[X1, ... ,Xn] ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ PE ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä R, çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè è ñîäåðæèò âñå îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè.


Åñëè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî E ñîäåðæèò 1, à PE âêëþ÷àåò õîòÿ áû îäèí ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíè m>1 (ò.å. íåëèíåéíûé), òî PE=R[X].


Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìêíóòîñòü PE îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, âñå îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ïåðâîé ñòåïåíè âõîäÿò â PE, ïîñêîëüêó E ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî PE ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Íàêîíåö, åñëè 1(E è PE ñîäåðæèò ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m>1, òî 1(PE, òîãäà PE=R[X] ïî ïðåäëîæåíèþ 1.


Òåîðåìà 3. Ïóñòü E(R[X1, ..., Xn] – ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, PE ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m>1 è 1(E, òîãäà E ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì (ñ åäèíèöåé).


Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 â óñëîâèÿõ òåîðåìû PE=R[X]. Â ÷àñòíîñòè, x2(PE. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî f(E òàêæå è f2(E. Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ f,g(E ïîëó÷àåì: fg(E.


Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà p ñòåïåíè m>1 


Ep[X1, ..., Xn]=R[X1, ..., Xn]


Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî E=Ep[X1, ..., Xn] – ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â R[X1, ..., Xn], PE ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ìíîãî÷ëåí (p) ñòåïåíè m>1 è E ñîäåðæèò âñå ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè (è ïîýòîìó òàêæå 1). Â ñèëó òåîðåìû 3, E ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, à òàê êàê îíî ñîäåðæèò âñå ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè, òî ñîâïàäàåò ñ R[X1, ..., Xn], ïîñêîëüêó, èñïîëüçóÿ óìíîæåíèå è ñëîæåíèå ìîæíî èç ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëó÷èòü ëþáîé.


Òàêèì îáðàçîì, èç p è ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè, ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ìîæíî ïîëó÷èòü âñå ýëåìåíòû R[X1, ..., Xn].





7. Íåéðîííûå ñåòè – óíèâåðñàëüíûå àïïðîêñèìèðóþùèå óñòðîéñòâà è ìîãóò ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ èìèòèðîâàòü ëþáîé íåïðåðûâíûé àâòîìàò


Êëàññ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûé ñ ïîìîùüþ íåéðîííûõ ñåòåé, çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ îïåðàöèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü åñòü íåéðîííûå ñåòè S1, S2, ..., Sk , êîòîðûå âû÷èñëÿþò ôóíêöèè F1, F2, ..., Fk îò âåêòîðà âõîäíûõ ñèãíàëîâ x. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ (0+(1F1+(2F2+...+(kFk âû÷èñëÿåòñÿ ñóììàòîðîì (ðèñ. 2) ñ âåñàìè (0, (1, (2, ...,(k, íà âõîä êîòîðîãî ïîäàþòñÿ âûõîäíûå ñèãíàëû ñåòåé S1, S2, ..., Sk. Ðàçíèöà â ÷èñëå òàêòîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ýòèõ ñåòåé äî ïîëó÷åíèÿ îòâåòà ëåãêî êîìïåíñèðóåòñÿ «ëèíèÿìè çàäåðæêè», ñîñòàâëåííûìè èç ñâÿçåé (ðèñ. 6) ñ åäèíè÷íûì âåñîì.


Êðîìå òîãî, êëàññ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûé ñ ïîìîùüþ íåéðîííûõ ñåòåé, çàìêíóò îòíîñèòåëüíî óíàðíîé îïåðàöèè, îñóùåñòâëÿåìîé íåëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàòåëåì ñèãíàëà, âõîäÿùèì â ñîñòàâ íåéðîíà (ñì. ðèñ. 3, 5): åñëè ñåòü S âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ F, òî, ïîäàâàÿ âûõîä ýòîé ñåòè íà âõîä íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ (ðèñ. 3), ïîëó÷èì íà åãî âûõîäå ôóíêöèþ ((F).


Òåì ñàìûì, ïî òåîðåìå 1 ìíîæåñòâî ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ íåéðîííûìè ñåòÿìè ñ çàäàííîé íåïðåðûâíîé íåëèíåéíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé, ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îò âõîäíûõ ñèãíàëîâ.


Òåïåðü � îá èìèòàöèè ãëàäêèõ àâòîìàòîâ ñ ïîìîùüþ íåéðîííûõ ñåòåé. Åñëè åñòü âîçìîæíîñòü ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ïðèáëèçèòü ëþáóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ è íåò îãðàíè÷åíèé íà ñïîñîáû ñîåäèíåíèÿ óñòðîéñòâ, òî ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî èìèòèðîâàòü ðàáîòó ëþáîãî íåïðåðûâíîãî àâòîìàòà. Ïîêàæåì ýòî. 


Êàæäûé àâòîìàò èìååò íåñêîëüêî âõîäîâ (n), íåñêîëüêî âûõîäîâ (p) è êîíå÷íûé íàáîð (s) ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ. Îí âû÷èñëÿåò s+p ôóíêöèé îò n+s ïåðåìåííûõ. Àðãóìåíòû ýòèõ ôóíêöèé � âõîäíûå ñèãíàëû (èõ n) è òåêóùèå ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ (èõ s). Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé – âûõîäíûå ñèãíàëû (èõ p) è ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ íà ñëåäóþùåì øàãå (èõ s). Êàæäûé òàêîé àâòîìàò ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñèñòåìó èç s+p áîëåå ïðîñòûõ àâòîìàòîâ (ðèñ. 9). Ýòè ïðîñòûå àâòîìàòû âû÷èñëÿþò ïî îäíîé ôóíêöèè îò n+s ïåðåìåííûõ. Ñìåíà ñîñòîÿíèé äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ÷àñòü çíà÷åíèé ýòèõ ôóíêöèé íà ñëåäóþùåì øàãå ñòàíîâèòñÿ àðãóìåíòàìè – òàê ñîåäèíåíû àâòîìàòû (ñì. ðèñ. 9).


Òàêèì îáðàçîì, áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñåòü àâòîìàòîâ êàê íàáîð óñòðîéñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ f(x1, ... ,xn). Ýòîò ïðîñòîé, íî ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû. Íåéðîííûå ñåòè ïîçâîëÿþò ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëÿòü ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f(x1, ... ,xn). Ñëåäîâàòåëüíî, ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèîíèðîâàíèå ëþáîãî íåïðåðûâíîãî àâòîìàòà.





�


Ðèñ. 9. Ïðåäñòàâëåíèå îáùåãî àâòîìàòà ñ ïîìîùüþ ìîäóëåé, âû÷èñëÿþùèõ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ îò âõîäíûõ ñèãíàëîâ: íà âåðõíåé ñõåìå ïðåäñòàâëåíî ôóíêöèîíèðîâàíèå àâòîìàòà, íà íèæíåé îí ðàçëîæåí íà îòäåëüíûå ìîäóëè. Ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ:


In � âõîäíûå ñèãíàëû, Out � âûõîäíûå ñèãíàëû, S � ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ,  T � äèñêðåòíîå âðåìÿ, Out(In,S) � çàâèñèìîñòü âûõîäíûõ ñèãíàëîâ îò çíà÷åíèé âõîäíûõ è ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ, S((In,S) � çàâèñèìîñòü ñîñòîÿíèÿ â ñëåäóþùèé ìîìåíò äèñêðåòíîãî âðåìåíè îò âõîäíûõ ñèãíàëîâ è òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ, f1-fp � ôóíêöèè ïåðåìåííûõ (In,S) � êîìïîíåíòû âåêòîðà Out(In,S), fp+1-fp+s � ôóíêöèè ïåðåìåííûõ (In,S) � êîìïîíåíòû âåêòîðà S((In,S), èíäåêñàìè T, T(1 îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè.








Ãëàâíûé âîïðîñ ýòîé ãëàâû: ÷òî ìîãóò íåéðîííûå ñåòè. Îòâåò ïîëó÷åí: íåéðîííûå ñåòè ìîãóò âñå. Îñòàåòñÿ îòêðûòûì äðóãîé âîïðîñ � êàê èõ ýòîìó íàó÷èòü?





Ðàáîòà íàä ãëàâîé áûëà ïîääåðæàíà Êðàñíîÿðñêèì êðàåâûì ôîíäîì íàóêè, ãðàíò 6F0124.
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